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Uvod
Funkcijske jednadzˇbe su jednadzˇbe u kojima su nepoznanice funkcije. Ponekad se za-
htijeva da funkcije zadovoljavaju odredene uvjete (na primjer: neprekidnost, monotonost,
ogranicˇenost, ...). Najpoznatija takva jednadzˇba je aditivna Cauchyjeva funkcijska jedna-
dzˇba koju c´emo opisati u prvom poglavlju ovog rada, sa i bez pretpostavke neprekidnosti.
Neprekidno rjesˇenje ove funkcijske jednadzˇbe odredio je Cauchy 1821. godine, a rjesˇenje
bez pretpostavke neprekidnosti Hamel 1905. godine. Osim toga, proucˇit c´emo aditivne
Cauchyjeve funkcijske jednadzˇbe u kompleksnoj ravnini, kao i aditivne Cauchyjeve funk-
cijske jednadzˇbe u visˇe varijabli. U drugom, trec´em i cˇetvrtom poglavlju proucˇavamo
redom eksponencijalnu, logaritamsku i multiplikativnu Cauchyjevu funkcijsku jednadzˇbu,
cˇije se rjesˇavanje svodi na aditivnu Cauchyjevu funkcijsku jednadzˇbu. U petom poglavlju
opisat c´emo Cauchyjevu NQR metodu rjesˇavanja funkcijskih jednadzˇbi te ju primijeniti na
rjesˇavanje svake od navedene cˇetiri vrste Cauchyjevih funkcijskih jednadzˇbi, ali i na neke
druge primjere.
1
Poglavlje 1
Aditivne Cauchyjeve funkcijske
jednadzˇbe
1.1 Neprekidno rjesˇenje aditivne Cauchyjeve funkcijske
jednadzˇbe
Neka je f : R→ R funkcija koja zadovoljava jednadzˇbu
f (x + y) = f (x) + f (y) (1.1)
za sve x, y ∈ R. Ovu jednadzˇbu nazivamo aditivnom Cauchyjevom funkcijskom jed-
nadzˇbom, a svako njeno rjesˇenje aditivnom funkcijom.
Primjer aditivne funkcije je funkcija x 7→ cx, pri cˇemu je c proizvoljna realna konstanta.
Prema sljedec´em teoremu, to je jedino rjesˇenje aditivne Cauchyjeve funkcijske jednadzˇbe
koje je neprekidno.
Teorem 1.1.1. Neka je f : R → R neprekidna funkcija koja zadovoljava aditivnu Cauchy-
jevu funkcijsku jednadzˇbu. Tada je f funkcija oblika x 7→ cx pri cˇemu je c proizvoljna
realna konstanta.
Dokaz. Najprije fiksiramo x te integriramo obje strane jednadzˇbe (1.1) po varijabli y te
dobivamo
f (x) =
∫ 1
0
f (x) dy =
∫ 1
0
[ f (x + y) − f (y)] dy
=
∫ 1
0
f (x + y) dy −
∫ 1
0
f (y) dy =
∫ 1+x
x
f (u) du −
∫ 1
0
f (y) dy,
2
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pri cˇemu je uvedena supstitucija u = x + y. Kako je f neprekidna funkcija, iz osnovnog
teorema diferencijalnog i integralnog racˇuna dobivamo
f ′(x) = f (1 + x) − f (x), (1.2)
a zbog aditivnosti od f vrijedi
f (1 + x) = f (1) + f (x). (1.3)
Uvrstimo li (1.3) u (1.2), dobivamo da je
f ′(x) = c
pri cˇemu je c = f (1). Rjesˇavanjem dobivene diferencijalne jednadzˇbe prvog reda dobivamo
da je
f (x) = cx + d, (1.4)
pri cˇemu je d proizvoljna realna konstanta. Uvrstimo li (1.4) u (1.1), dobivamo da je
c(x + y) + d = cx + d + cy + d
odnosno
d = 2d
iz cˇega slijedi da je d = 0. Dakle, f (x) = cx za svaki x ∈ R. 
Napomena 1.1.2. Svaka funkcija f : R+ → R koja zadovoljava jednadzˇbu f (x + y) =
f (x) + f (y) za sve x, y ∈ R+ mozˇe se prosˇiriti do aditivne funkcije f˜ : R → R. Dovoljno je
definirati f˜ (x) = f (x) ako je x > 0, f˜ (0) = f (0) i f˜ (x) = − f (−x) ako je x < 0. Naime, ako
su x, y ≤ 0, tada je i x + y ≤ 0, pa je
f˜ (x + y) = − f (−x − y) = −( f (−x) + f (−y)) = − f (−x) − f (−y) = f˜ (x) + f˜ (y).
Ako je x > 0, y ≤ 0 i x + y > 0, tada je
f˜ (x + y) − f˜ (y) = f (x + y) + f (−y) = f ((x + y) + (−y)) = f (x) = f˜ (x),
odakle slijedi f˜ (x + y) = f˜ (x) + f˜ (y). Analogno bi se provjerili i ostali slucˇajevi. Funkcije
f : R+ → R koje zadovoljavaju aditivnu Cauchyjevu funkcijsku jednadzˇbu c´emo takoder
nazivati aditivnim funkcijama. Posebno, svaka neprekidna aditivna funkcija f : R+ → R je
oblika x 7→ cx, gdje je c proizvoljna konstanta.
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Prisjetimo se da za funkciju f : R → R kazˇemo da je lokalno integrabilna ako je inte-
grabilna na svakom ogranicˇenom skupu. Prema teoremu 1.1.1, svako lokalno integrabilno
rjesˇenje aditivne Cauchyjeve funkcijske jednadzˇbe je oblika x 7→ cx za neku realnu kons-
tantu c. Da bismo to dokazali, pretpostavimo da je f lokalno integrabilno rjesˇenje aditivne
Cauchyjeve funkcijske jednadzˇbe. Vrijedi da je
y f (x) =
∫ y
0
f (x) dz
=
∫ y
0
[ f (x + z) − f (z)] dz
=
∫ x+y
x
f (u) du −
∫ y
0
f (z) dz
=
∫ x+y
0
f (u) du −
∫ x
0
f (u) du −
∫ y
0
f (u)du.
Zamijene li varijable x i y mjesta, zadnja jednakost u gornjem nizu jednakosti ostaje nepro-
mijenjena te zbog toga vrijedi da je
y f (x) = x f (y)
za sve x, y ∈ R. Iz toga slijedi da je, za x , 0,
f (x)
x
= c,
gdje je c proizvoljna realna konstanta. Iz posljednje jednakosti slijedi da je f (x) = cx za
svaki x ∈ R\ {0}. Uvrsˇtavanjem u (1.1) dobivamo da je f (0) = 0. Dakle, f (x) = cx za svaki
x ∈ R.
Dokazat c´emo teorem 1.1.1 na josˇ jedan nacˇin. Za to c´e nam trebati sljedec´a lema.
Lema 1.1.3. Ako je f : R → R rjesˇenje aditivne Cauchyjeve jednadzˇbe, tada je f raci-
onalno homogena, to jest f (rx) = r f (x) za svaki x ∈ R i za svaki r ∈ Q. Sˇtovisˇe, f (x) = cx
za svaki x ∈ Q, pri cˇemu je c proizvoljna realna konstanta.
Dokaz. Uvrsˇtavajuc´i x = y = 0 u (1.1), zakljucˇujemo da vrijedi
f (0) = 0. (1.5)
Uvrsˇtavajuc´i y = −x u (1.1), dobivamo da je
f (x − x) = f (x) + f (−x),
odnosno
f (0) = f (x) + f (−x).
POGLAVLJE 1. ADITIVNE CAUCHYJEVE FUNKCIJSKE JEDNADZˇBE 5
Koristec´i (1.5), zakljucˇujemo
f (−x) = − f (x) (1.6)
za svaki x ∈ R. Dakle, do sada smo dokazali da je svako rjesˇenje aditivne Cauchyjeve jed-
nadzˇbe neparna funkcija. Dokazˇimo sada da je takoder i racionalno homogena. Uzmimo
bilo koji x te promatrajmo
f (2x) = f (x + x) = f (x) + f (x) = 2 f (x).
Indukcijom lako dokazˇemo da vrijedi
f (nx) = n f (x) (1.7)
za svaki n ∈ N. U slucˇaju da je n negativan cijeli broj, tada je −n ∈ N te koristec´i tvrdnje
(1.7) i (1.6) dobivamo da vrijedi
f (nx) = − f (−nx)
= −(−n) f (x)
= n f (x).
Dokazali smo da vrijedi f (nx) = n f (x) za svaki n ∈ Z i za svaki x ∈ R. Stavimo sada da je
r proizvoljan racionalan broj, odnosno da je
r =
k
l
gdje je k cijeli broj, a l prirodan broj. Vrijedi jednakost kx = l(rx). Iskoristimo li cˇinjenicu
da je f homogena za cijele brojeve, dobivamo da je
k f (x) = f (kx) = f (l(rx)) = l f (rx),
odnosno
f (rx) =
k
l
f (x) = r f (x).
Dakle, f je racionalno homogena. Nadalje, stavimo li da je x = 1 i definiramo li c = f (1),
iz prethodne jednadzˇbe dobivamo da je
f (r) = r f (1),
odnosno
f (r) = c r
za svaki racionalan broj r, sˇto je i trebalo dokazati. 
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Slijedi dokaz teorema 1.1.1 na drugacˇiji nacˇin.
Dokaz. Neka je f neprekidno rjesˇenje aditivne Cauchyjeve jednadzˇbe. Za svaki realan broj
x postoji niz racionalnih brojeva {rn} takav da vrijedi rn → x. Kako f zadovoljava aditivnu
Cauchyjevu jednadzˇbu, prema lemi 1.1.3 postoji c ∈ R takav da je
f (rn) = crn
za svaki n ∈ N. Koristec´i neprekidnost funkcije f , imamo
f (x) = f
(
lim
n→∞ rn
)
= lim
n→∞ f (rn)
= lim
n→∞ crn
= cx.

Teorem 1.1.4. Neka je funkcija f rjesˇenje aditivne Cauchyjeve funkcijske jednadzˇbe. Ako
je f neprekidna u tocˇki, onda je neprekidna na cijeloj svojoj domeni.
Dokaz. Neka je f neprekidna u tocˇki t i neka je x proizvoljna tocˇka. Tada je limy→t f (y) =
f (t). Dokazˇimo da je f neprekidna u x.
lim
y→x f (y) = limy→x f (y − x + x − t + t)
= lim
y→x [ f (y − x + t) + f (x − t)]
= lim
y→x f (y − x + t) + limy→x f (x − t)
= f (t) + f (x − t)
= f (t) + f (x) − f (t)
= f (x).
Dakle, vrijedi da je f neprekidna u x, a kako je x proizvoljna tocˇka, zakljucˇujemo da je f
neprekidna na cijeloj svojoj domeni. 
Iz teorema 1.1.4 i 1.1.1 slijedi:
Korolar 1.1.5. Neka je f : R → R aditivna funkcija koja je neprekidna u tocˇki. Tada je
f (x) = cx za svaki x ∈ R, gdje je c proizvoljna realna konstanta.
U sljedec´im primjerima rijesˇit c´emo neke funkcijske jednadzˇbe koje se svode na Cauchy-
jevu funkcijsku jednadzˇbu. U svim tim primjerima trazˇe se neprekidna rjesˇenja jednadzˇbi.
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Primjer 1.1.6. Odredimo sve neprekidne funkcije f : R → R koje zadovoljavaju jed-
nadzˇbu
f (x + y) = Ay f (x) + Ax f (y),
za sve x, y ∈ R, gdje je A pozitivna konstanta.
Definiramo funkciju g : R → R sa g(x) = A−x f (x). Kako je f neprekidna, te je i g
neprekidna. Vrijedi
g(x + y) = A−(x+y) f (x + y)
= A−(x+y)(Ay f (x) + Ax f (y))
= A−x f (y) + A−y f (x)
= g(x) + g(y).
Ovime smo zadanu funkcijsku jednadzˇbu sveli na aditivnu Cauchyjevu funkcijsku jed-
nadzˇbu cˇije je jedino neprekidno rjesˇenje funkcija oblika g(x) = cx, gdje je c ∈ R. Dakle,
vrijedi da je cx = A−x f (x), odnosno f (x) = cxAx, za svaki x ∈ R.
Primjer 1.1.7. Odredimo sve neprekidne funkcije f : R → R koje zadovoljavaju Jense-
novu funkcijsku jednadzˇbu
f
( x + y
2
)
=
f (x) + f (y)
2
,
za sve x, y ∈ R.
Uvrstimo prvo y = 0 u zadanu jednadzˇbu i dobivamo
f
( x
2
)
=
f (x) + b
2
,
gdje je f (0) = b. Uvedemo li supstituciju x = y + z, dobivamo
f
(y + z
2
)
=
f (y + z) + b
2
.
Iz zadane jednadzˇbe znamo da je
f
(y + z
2
)
=
f (y) + f (z)
2
.
Izjednacˇimo li desne strane prethodnih jednadzˇbi, dobivamo
f (y) + f (z)
2
=
f (y + z) + b
2
,
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sˇto je ekvivalentno sa
f (y + z) = f (y) + f (z) − b.
Definiramo funkciju g : R→ R sa g(x) = f (x) − b. Vrijedi
g(x + y) = f (x + y) − b
= f (x) + f (y) − b − b
= f (x) − b + f (y) − b
= g(x) + g(y).
Ovime smo zadanu jednadzˇbu sveli na aditivnu Cauchyjevu funkcijsku jednadzˇbu cˇije je
jedino neprekidno rjesˇenje funkcija g(x) = cx, gdje je c ∈ R. Slijedi da je cx = f (x) − b,
odnosno da je rjesˇenje zadane jednadzˇbe funkcija f (x) = cx + b, gdje su b, c ∈ R. Prema
napomeni 1.1.2, isto rjesˇenje dobivamo i ako je f funkcija sa R+ u R.
Primjer 1.1.8. Odredimo sva neprekidna rjesˇenja f : R→ R funkcijske jednadzˇbe
f ( n
√
xn + yn) = f (x) + f (y),
za sve x, y ∈ R, gdje je n ∈ N konstanta.
Neka je funkcija g : R→ R definirana sa g(xn) = f (x). Tada je
g(xn + yn) = f ( n
√
xn + yn)
= f (x) + f (y)
= g(xn) + g(yn),
za sve x, y ∈ R. Promatramo dva moguc´a slucˇaja. Prvi je da je n ∈ N neparan broj. Tada
izrazi xn i yn mogu poprimiti bilo koju realnu vrijednost te vrijedi da je
g(x + y) = g(y) + g(y),
za sve x, y ∈ R. Neprekidna rjesˇenja ove jednadzˇbe su oblika g(x) = cx, gdje je c ∈ R.
Vrac´anjem u izraz za f , dobivamo da je f (x) = g(xn) = cxn. Drugi slucˇaj je da je n ∈ N
paran broj. Tada argument funkcije g(xn) = f (x) poprima samo nenegativne vrijednosti.
Dakle, izrazi xn i yn poprimaju vrijednosti iz intervala [0,+∞〉 te vrijedi da je
g(x + y) = g(y) + g(y),
za sve x, y ∈ R+. Neprekidna rjesˇenja ove funkcijske jednadzˇbe su funkcije oblika g(x) =
cx, gdje je c ∈ R. Dakle, i u drugom slucˇaju rjesˇenja zadane funkcijske jednadzˇbe su
funkcije oblika f (x) = g(xn) = cxn.
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Primjer 1.1.9. Odredimo sve neprekidne funkcije f : R→ [0,∞〉 koje zadovoljavaju funk-
cijsku jednadzˇbu
f (x2 + y2) = f (x2 − y2) + f (2xy)
za sve x, y ∈ R.
Uocˇimo da tri argumenta funkcije mozˇemo povezati sa
(x2 + y2)2 = (x2 − y2)2 + (2xy)2.
Uvedemo li supstituciju α = x2−y2 i β = 2xy, pocˇetna jednadzˇba je ekvivalentna sljedec´oj:
f (
√
α2 + β2) = f (α) + f (β)
za sve α, β ∈ R. Naime, za zadane α, β ∈ R stavimo
x =
√
α +
√
α2 + β2
2
i y =
√
−α + √α2 + β2
2
.
Uocˇimo da je ovo funkcijska jednadzˇba koju smo rjesˇavali u primjeru 1.1.8 za n = 2. Iz
toga slijedi da je rjesˇenje zadane jednadzˇbe f (x) = cx2, gdje je c ∈ R.
Primjer 1.1.10. Odredimo sve neprekidne funkcije f : R→ R koje zadovoljavaju funkcij-
sku jednadzˇbu
f (x + y) = f (x) + f (y) + xy
za sve x, y ∈ R.
Definiramo neprekidnu funkciju g : R→ R sa g(x) = f (x) − x22 . Imamo
g(x + y) = f (x + y) − (x + y)
2
2
= f (x) + f (y) + xy − x
2
2
− xy − y
2
2
= f (x) − x
2
2
+ f (y) − y
2
2
= g(x) + g(y),
cˇime smo jednadzˇbu sveli na aditivnu Cauchyjevu funkcijsku jednadzˇbu. Njena neprekidna
rjesˇenja su funkcije oblika g(x) = cx za neku realnu konstantu c, pa su neprekidna rjesˇenja
zadane jednadzˇbe funkcije oblika f (x) = g(x) + x
2
2 =
x2
2 + cx, gdje je c ∈ R.
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Primjer 1.1.11. Odredimo sve neprekidne funkcije f : R→ R koje zadovoljavaju funkcij-
sku jednadzˇbu
f (x + y) = x2y + xy2 − 2xy + f (x) + f (y)
za sve x, y ∈ R.
Definiramo neprekidnu funkciju g : R→ R sa g(x) = f (x) − x33 + x2. Vrijedi
g(x + y) = f (x + y) − (x + y)
3
3
+ (x + y)2
= x2y + xy2 − 2xy + f (x) + f (y) − 1
3
x3 − x2y − xy2 − 1
3
y3 + x2 + 2xy + y2
= f (x) − x
3
3
+ x2 + f (y) − y
3
3
+ y2
= g(x) + g(y).
Neprekidna rjesˇenja ove aditivne Cauchyjeve jednadzˇbe su funkcije oblika g(x) = cx, gdje
je c ∈ R. Slijedi cx = f (x) − x33 + x2, odnosno neprekidna rjesˇenja pocˇetne jednadzˇbe su
funkcije f (x) = x
3
3 − x2 + cx, gdje je c ∈ R.
Primjer 1.1.12. Odredimo sve neprekidne funkcije f : R → R koje zadovoljavaju jed-
nadzˇbu
f (x + y) = f (x) + f (y) + a(1 − bx)(1 − by),
za sve x, y ∈ R, pri cˇemu su a, b realne konstante i b > 0.
Definiramo funkciju g(x) = f (x) − a(bx − 1). Promatramo
g(x + y) = f (x + y) − a(bx+y − 1)
= f (x) + f (y) + a(1 − bx)(1 − by) − a(bx+y − 1)
= f (x) + f (y) + a(1 − by − bx + bx+y − bx+y + 1)
= f (x) + f (y) + a − aby − abx + a
= f (x) − a(bx − 1) + f (y) − a(by − 1)
= g(x) + g(y).
Neprekidne funkcije koje zadovoljavaju ovu jednadzˇbu su oblika g(x) = cx, gdje je c ∈ R,
pa su rjesˇenja pocˇetne jednadzˇbe funkcije oblika f (x) = a(bx − 1) + cx, a, b, c ∈ R, b > 0.
Primjer 1.1.13. Odredimo sve neprekidne funkcije f : R → R koje zadovoljavaju jed-
nadzˇbu
f

√
x2 + y2
2
 =
√
[ f (x)]2 + [ f (y)]2
2
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za sve x, y ∈ R.
Uocˇimo da je f (x) ≥ 0 za svaki x ∈ R+ zbog toga sˇto se radi o kvadratnom korijenu
nenegativnog broja. Definiramo funkciju g : R → R sa g(x) = [ f (x)]2, za svaki x ≥ 0.
Uvedemo li supstituciju u = x2 i v = y2, vrijedi
g(u) = [ f (
√
x2)]2 = [ f (x)]2 i g(v) = [ f (
√
y2)]2 = [ f (y)]2.
Zadana jednadzˇba ekvivalentna je sljedec´oj:
g
(u + v
2
)
=
g(u) + g(v)
2
,
za sve u, v ∈ R+. Uocˇimo da je ovo Jensenova funkcijska jednadzˇba koju smo rijesˇili u
primjeru 1.1.7 te je njeno rjesˇenje funkcija
g(u) = cu + b,
gdje su b, c ∈ R. Funkcija g c´e poprimiti pozitivne vrijednosti za sve vrijednosti u ako su b i
c nenegativne konstante. Dakle, za sve x ∈ R+ je f (x) =
√
cx2 + b, gdje su b, c nenegativni
realni brojevi.
Da bismo pronasˇli rjesˇenja za x < 0, zamijenimo x sa −x u zadanoj jednadzˇbi te do-
bivamo [ f (x)]2 = [ f (−x)]2 iz cˇega slijedi f (−x) = ± f (x). Ako je f (−x) = f (x) za svaki
x ∈ R+, tada je f (x) =
√
cx2 + b za svaki x ∈ R. Ako je f (−x) = − f (x) za svaki x ∈ R+,
tada je f (0) = 0, pa je b = 0 i stoga je f (x) = ax za svaki x ∈ R, gdje je a nenegativan
realan broj. Ako postoje x1, x2 ∈ R+ takvi da je f (−x1) = f (x1) ≥ 0 i f (−x2) = − f (x2) ≤ 0,
tada zbog neprekidnosti funkcije f postoji x0 izmedu −x1 i −x2 takav da je f (x0) = 0 (pri-
mijetimo da ne mogu oba f (−x1) i f (−x2) biti jednaka nuli). Odatle slijedi cx20 + b = 0, pa
je x0 = 0 i b = 0. Tada je f (x) = a|x|. Dakle, vrijedi jedna od sljedec´ih moguc´nosti:
f (x) = 0 za svaki x ∈ R,
f (x) =
√
cx2 + b za svaki x ∈ R,
f (x) = a|x| za svaki x ∈ R,
f (x) = ax za svaki x ∈ R,
gdje su a, b > 0, c ≥ 0 realni brojevi.
1.2 Aditivna Cauchyjeva funkcijska jednadzˇba bez
prepostavke neprekidnosti
Lema 1.2.1. Ako je f : R → R rjesˇenje aditivne Cauchyjeve funkcijske jednadzˇbe, koje
nije oblika x 7→ cx za neku realnu konstantu c, tada je graf funkcije f gust u ravnini R2.
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Dokaz. Graf G funkcije f je {(x, f (x) | x ∈ R}. Uzmimo proizvoljan x1 ∈ R razlicˇit od 0.
Kako f nije oblika x 7→ cx, postoji broj x2 ∈ R takav da je
f (x1)
x1
,
f (x2)
x2
. (1.8)
Kada to ne bi vrijedilo, mogli bismo uzeti c = f (x1)x1 te supstituirati x1 = x te bismo dobili
f (x) = cx za svaki x , 0. Znamo da je f (0) = 0 pa zakljucˇujemo da je f (x) = cx za
svaki x ∈ R, sˇto je u kontradikciji s pocˇetnom pretpostavkom. Dakle, vrijedi (1.8), a to je
ekvivalentno sa ∣∣∣∣∣∣x1 f (x1)x2 f (x2)
∣∣∣∣∣∣ , 0,
pa su vektori v1 = (x1, f (x1)) i v2 = (x2, f (x2)) linearno nezavisni. To povlacˇi da za svaki
vektor v = (x, f (x)) postoje realni brojevi r1 i r2 takvi da je
v = r1v1 + r2v2.
Ako umjesto realnih brojeva r1, r2 uzmemo racionalne brojeve ρ1, ρ2, linearnom kombina-
cijom ρ1v1+ρ2v2 mozˇemo se proizvoljno priblizˇiti zadanom vektoru v. Koristimo cˇinjenicu
da je skup racionalnih brojeva Q gust u skupu realnih brojeva R pa je skup Q2 gust u R2.
Nadalje,
ρ1v1 + ρ2v2 = ρ1(x1, f (x1)) + ρ2(x2, f (x2))
= (ρ1x1 + ρ2x2, ρ1 f (x1) + ρ2 f (x2))
= (ρ1x1 + ρ2x2, f (ρ1x1 + ρ2x2)),
pri cˇemu smo u zadnjem koraku koristili racionalnu homogenost funkcije f . Prema tome,
skup Gˆ = {(x, y) | x = ρ1x1 + ρ2x2, y = f (x), ρ1, ρ2 ∈ Q} je gust u R2. Kako je Gˆ ⊂ G, graf
G je takoder gust u R2. 
Da bismo konstruirali aditivnu funkciju koja nije neprekidna, bit c´e nam potreban po-
jam Hamelove baze. Neka je skup S = {s ∈ R | s = u + v√2 + w√3, u, v,w ∈ Q}. Njegovi
elementi su racionalne linearne kombinacije brojeva 1,
√
2,
√
3. Ako element s ∈ S ima
dvije razlicˇite racionalne linearne kombinacije, primjerice
s = u + v
√
2 + q
√
3 = u′ + v′
√
2 + w′
√
3,
pri cˇemu su u, v,w, u′, v′,w′ ∈ Q, tada je
(u − u′) + (v − v′)√2 + (w − w′)√3 = 0.
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Ako supstituiramo a = u − u′ ∈ Q, b = v − v′ ∈ Q, c = w − w′ ∈ Q, gornja jednakost je
ekvivalentna jednakosti
a + b
√
2 + c
√
3 = 0
odnosno
b
√
2 + c
√
3 = −a.
Kvadriranjem obje strane dobivamo
2bc
√
6 = a2 − 2b2 − 3c2.
Iz ove jednakosti zakljucˇujemo da je b = 0 ili c = 0 jer u suprotnom vrijedi da je
√
6 =
a2 − 2b2 − 3c2
2bc
,
a to je u kontradikciji s cˇinjenicom da je
√
6 iracionalan broj, a brojevi a, b, c racionalni.
Ako je b = 0, tada je a+c
√
3 = 0 iz cˇega slijedi da je i c = 0 jer bi u suprotnom vrijedilo da
je
√
3 = −ac , sˇto je u kontradikciji s cˇinjenicom da je
√
3 iracionalan broj. Analogno, ako je
c = 0, tada mora biti i b = 0. Iz toga zakljucˇujemo da je b = 0 i c = 0 pa slijedi da je i a = 0.
Prema tome, svaki element skupa S mozˇemo zapisati kao jedinstvenu linearnu kombina-
ciju elemenata skupa {1, √2, √3}. Skup {1, √2, √3} nazivamo Hamelovom bazom skupa
S . Opc´enito, skup B zovemo Hamelovom bazom skupa R ako svaki realan broj mozˇemo
zapisati kao jedinstvenu (konacˇnu) racionalnu linearnu kombinaciju elemenata skupa B.
Propozicija 1.2.2. Neka je B Hamelova baza za skup R. Ako dvije aditivne funkcije imaju
istu vrijednost u svakom elementu baze B, onda su one jednake.
Dokaz. Uzmimo da su f1 i f2 dvije aditivne funkcije koje imaju istu vrijednost u svakom
elementu od B. Tada je funkcija f = f1 − f2 takoder aditivna. Neka je x bilo koji realan
broj. Tada postoje brojevi b1, b2, . . . , bn iz B i racionalni brojevi r1, r2, . . . , rn takvi da je
x = r1b1 + r2b2 + · · · + rnbn.
Vrijedi da je
f1(x) − f2(x) = f (x)
= f (r1b1 + r2b2 + · · · + rnbn)
= f (r1b1) + f (r2b2) + · · · + f (rnbn)
= r1 f (b1) + r2 f (b2) + · · · + rn f (bn)
= r1[ f1(b1) − f2(b1)] + r2[ f1(b2) − f2(b2)] + · · · + rn[ f1(bn) − f2(bn)]
= 0.
Dakle, vrijedi da je f1 = f2 sˇto je i trebalo dokazati. 
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Propozicija 1.2.3. Neka je B Hamelova baza za R i neka je g : B→ R proizvoljna funkcija
definirana na B. Tada postoji aditivna funkcija f : R→ R takva da je f (b) = g(b) za svaki
b ∈ B.
Dokaz. Za svaki realan broj x postoje b1, b2, . . . , bn iz B i racionalni brojevi r1, r2, . . . , rn
takvi da je
x = r1b1 + r2b2 + · · · + rnbn.
Stavimo f (x) = r1 f (b1) + r2 f (b2) + · · · + rn f (bn), odnosno, ako iskoristimo cˇinjenicu da je
f (b) = g(b) za svaki b ∈ B, vrijedi da je
f (x) = r1g(b1) + r2g(b2) + · · · + rng(bn).
Neka su x, y bilo koja dva realna broja. Vrijedi da je
x = r1a1 + r2a2 + · · · + rnan,
y = s1b1 + s2b2 + · · · + smbm,
pri cˇemu su r1, r2, . . . , rn, s1, s2, . . . , sm racionalni brojevi, a a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bm ele-
menti Hamelove baze. Skupovi {a1, a2, . . . , an} i {b1, b2, . . . , bm}mogu imati neke zajednicˇke
elemente. Neka unija ova dva skupa bude skup {c1, c2, . . . , cl} pri cˇemu vrijedi da je
l ≤ m + n. Sada brojeve x i y mozˇemo zapisati kao
x = u1c1 + u2c2 + · · · + ulcl,
y = v1c1 + v2c2 + · · · + vlcl,
pri cˇemu su u1, u2, . . . , ul, v1, v2, . . . , vl racionalni brojevi, od kojih neki mogu biti 0. Vrijedi
x + y = (u1 + v1)c1 + (u2 + v2)c2 + · · · + (ul + vl)cl,
odnosno
f (x + y) = f ((u1 + v1)c1 + (u2 + v2)c2 + · · · + (ul + vl)cl)
= (u1 + v1)g(c1) + (u2 + v2)g(c2) + · · · + (ul + vl)g(cl)
= [u1g(c1) + u2g(c2) + · · · + ulg(cl)] + [v1g(c1) + v2g(c2) + · · · + vlg(cl)]
= f (x) + f (y).
Dakle, f je aditivna na skupu realnih brojeva sˇto je i trebalo dokazati. 
Pomoc´u Hamelove baze mozˇemo konstruirati aditivnu funkciju koja nije oblika x 7→ cx
za neki c ∈ R. Neka je B Hamelova baza na skupu realnih brojeva R i neka je b ∈ B bilo
koji element iz B. Definiramo
g(x) =
0 ako je x ∈ B \ {b},1 ako je x = b.
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Prema propoziciji 1.2.3 postoji aditivna funkcija f : R → R za koju vrijedi f (x) = g(x) za
svaki x ∈ B. Uocˇimo da f ne mozˇe biti oblika x 7→ cx jer za x ∈ B \ {b} vrijedi da je
0 =
f (x)
x
,
f (b)
b
.
Napomenimo da nije poznat niti jedan konkretan primjer Hamelove baze za skup realnih
brojeva R, poznato je jedino da ona postoji.
Do sada smo dokazali da je aditivna funkcija x 7→ cx, gdje je c proizvoljna realna
konstanta, jedino rjesˇenje Cauchyjeve funkcijske jednadzˇbe koje je neprekidno. Osim ne-
prekidnosti, postoje josˇ neki uvjeti da aditivna funkcija bude oblika x 7→ cx.
Teorem 1.2.4. Ako je aditivna funkcija f : R → R s jedne strane ogranicˇena, tada je ona
oblika x 7→ cx za neku realnu konstantu c.
Dokaz. Pretpostavimo suprotno, odnosno da f nije oblika x 7→ cx za neki c ∈ R. Tada
iz leme 1.2.1 slijedi da je graf funkcije f gust u R2. Kako je f ogranicˇena s jedne strane,
recimo odozgo, zakljucˇujemo da postoji realna konstanta M takva da vrijedi
f (x) ≤ M, x ∈ R,
pa je graf funkcije f disjunktan sa skupom {(x, y) ∈ R2 | y = f (x) > M}. Prema tome, graf
funkcije f nije gust u R2 sˇto je kontradikcija. 
Napomenimo da aditivna ogranicˇena funkcija mora biti nul-funkcija. U suprotnom
mozˇemo odrediti neki realan broj x0 takav da je f (x0) , 0. Matematicˇkom indukcijom
se mozˇe dokazati da je f (nx0) = n f (x0) za svaki n ∈ N. Vrijednost |n f (x0)| mozˇe biti
proizvoljno velika ovisno o broju n sˇto je u kontradikciji s cˇinjenicom da je f ogranicˇena
funkcija.
Teorem 1.2.5. Ako je aditivna funkcija f : R→ R ogranicˇena na skupu [a, b], tada postoji
realna konstanta c takva da je f (x) = cx za svaki x ∈ R.
Dokaz. Najprije dokazˇimo da je f ogranicˇena i na intervalu [0, b−a].Kako je f ogranicˇena
na intervalu [a, b], postoji pozitivan realan broj M takav da je | f (x)| < M za svaki x ∈ [a, b].
Ako je x ∈ [0, b − a], tada je x + a ∈ [a, b] i vrijedi f (x) = f (x + a) − f (a) pa zakljucˇujemo
| f (x)| < M + | f (a)|.
Neka je c = b − a i neka je d = f (c)c . Definirajmo funkciju g : R → R sa g(x) = f (x) − dx.
Vrijedi g(c) = f (c) − dc = 0 i
g(x + y) = f (x + y) − d(x + y)
= f (x) + f (y) − dx − dy
= f (x) − dx + f (y) − dy
= g(x) + g(y).
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Kako je g(c) = 0, to je g(x + c) = g(x) za svaki x ∈ R, pa zakljucˇujemo da je g periodicˇna
funkcija s periodom c. Kako je g razlika funkcija koje su ogranicˇene na intervalu [0, c],
ona je takoder ogranicˇena na tom istom intervalu. Kako je g periodicˇna s periodom c, to
je ogranicˇena na cijelom skupu R. Slijedi g(x) = 0 za svaki x ∈ R, odnosno f (x) = dx za
neku realnu konstantu d. 
Pretpostavku neprekidnosti mozˇemo zamijeniti i pretpostavkom monotonosti, kao u
sljedec´oj propoziciji.
Propozicija 1.2.6. Pretpostavimo da funkcija f : R→ R zadovoljava aditivnu Cauchyjevu
funkcijsku jednadzˇbu
f (x + y) = f (x) + f (y)
za sve x, y ∈ R. Neka je bez smanjenja opc´enitosti funkcija f rastuc´a, odnosno neka vrijedi
f (x) ≤ f (y)
za sve x, y ∈ R, x ≤ y. Tada je dana funkcija oblika x 7→ cx, za neki c ≥ 0.
Dokaz. Iz leme 1.1.3 znamo da je f (q) = cq za svaki q ∈ Q, gdje je c proizvoljna pozitivna
realna konstanta. Za svaki realan broj x vrijedi
cq = f (q) ≤ f (x) ≤ f (r) = cr
za sve q, r ∈ Q takve da je q < x < r. Promatramo dva niza racionalnih brojeva
q1 < q2 < · · · < x i r1 > r2 > · · · > x
takvih da je
lim
n→∞ qn = limn→∞ rn = x.
Vrijedi
cx = lim
n→∞ cqn = limn→∞ f (qn) ≤ limn→∞ f (rn) = limn→∞ crn = cx.
Prema teoremu o sendvicˇu, f (x) = cx za svaki x ∈ R. 
Primjer 1.2.7. Odredimo sve neprekidne funkcije f : R→ R koje zadovoljavaju funkcijsku
nejednadzˇbu
f (x + y) ≤ f (x) + f (y)
za sve x, y ∈ R.
Zadanu funkcijsku nejednadzˇbu zovemo Cauchyjeva nejednadzˇba.
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Kako bismo smanjili broj opc´ih rjesˇenja, pretpostavimo da vrijedi
f (x) ≤ x (1.9)
za svaki x ∈ R.
Uvedemo li supstituciju x = y = 0 u zadanu nejednadzˇbu, dobivamo
f (0) ≤ 2 f (0),
odnosno
0 ≤ f (0).
Iz (1.9) slijedi
f (0) ≤ 0
pa zakljucˇujemo da mora vrijediti
f (0) = 0.
Uvrstimo li y = −x u zadanu nejednadzˇbu, imamo
f (0) ≤ f (x) + f (−x),
odnosno
f (x) ≥ − f (−x). (1.10)
Iz (1.9), (1.10) i f (0) = 0 slijedi
f (x) ≥ − f (−x) ≥ −(−x) = x.
Kako istovremeno vrijedi (1.9), zakljucˇujemo da je f (x) = x.
1.3 Aditivna Cauchyjeva funkcijska jednadzˇba u visˇe
varijabli
Teorem 1.3.1. Opc´e rjesˇenje f : R→ R funkcijske jednadzˇbe
f (x1 + y1, x2 + y2) = f (x1, x2) + f (y1, y2) (1.11)
za sve x1, y1, x2, y2 ∈ R, dano je sa
f (x1, x2) = A1(x1) + A2(x2),
gdje su A1, A2 : R→ R aditivne funkcije.
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Dokaz. Uvrstimo x2 = y2 = 0 u (1.11) i dobivamo
f (x1 + y1, 0) = f (x1, 0) + f (y1, 0).
Definiramo li funkciju A1 : R→ R sa A1(x) = f (x, 0), prethodna jednakost je ekvivalentna
jednakosti
A1(x1 + y1) = A1(x1) + A1(y1).
Dakle, A1 : R→ R je aditivna funkcija.
Analogno, uvrstimo li x1 = y1 = 0 u (1.11), dobivamo
f (0, x2 + y2) = f (0, x2) + f (0, y2).
Definiramo li funkciju A2 : R→ R sa A2(x) = f (0, x), prethodna jednakost je ekvivalentna
A2(x2 + y2) = A2(x2) + A2(y2).
Dakle, A2 : R→ R je takoder aditivna funkcija.
Uvrstimo li y1 = x2 = 0 u (1.11), dobivamo
f (x1, y2) = f (x1, 0) + f (0, y2)
= A1(x1) + A2(y2).
Zakljucˇujemo da je
f (x, y) = A1(x) + A2(y)
za svaki x, y ∈ R, gdje su A1, A2 : R→ R aditivne funkcije. 
Jednadzˇbu (1.11) zvat c´emo aditivnom Cauchyjevom funkcijskom jednadzˇbom dviju
varijabli, a svako njeno rjesˇenje aditivnom funkcijom dviju varijabli.
Dokazat c´emo prethodni teorem na drugi nacˇin.
Dokaz. Neka je f : R2 → R aditivna funkcija i neka je a ∈ R proizvoljan. Vrijedi:
f (x, y) = f (x, y) + 2 f (a, a) − 2 f (a, a)
= f (x + a + a, y + a + a) − 2 f (a, a)
= f ((x + a) + a, a + (y + a)) − 2 f (a, a)
= f (x + a, a) + f (a, y + a) − 2 f (a, a)
= f (x + a, a) − f (a, a) + f (a, y + a) − f (a, a)
= A1(x) + A2(y),
gdje su A1, A2 : R→ R funkcije takve da je
A1(x) = f (x + a, a) − f (a, a), A2(y) = f (a, y + a) − f (a, a).
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Preostaje dokazati da su A1 i A2 aditivne funkcije.
A1(x + y) = f (x + y + a, a) − f (a, a)
= f (x + y + a, a) + f (a, a) − 2 f (a, a)
= f (x + y + a + a, a + a) − 2 f (a, a)
= f (x + a, a) + f (y + a, a) − 2 f (a, a)
= f (x + a, a) − f (a, a) + f (y + a, a) − f (a, a)
= A1(x) + A1(y).
Dakle, A1 je aditivna funkcija. Na analogan nacˇin dokazˇemo
A2(x + y) = A2(x) + A2(y),
odnosno da je A2 aditivna funkcija. 
Dakle, svaku aditivnu funkciju dviju varijabli mozˇemo zapisati kao zbroj dviju aditiv-
nih funkcija jedne varijable.
Korolar 1.3.2. Ako je funkcija f : R2 → R aditivna u R2, tada postoje aditivne funkcije
A1, A2 : R→ R takve da je
f (x1, x2) = A1(x1) + A2(x2)
za sve x1, x2 ∈ R.
Korolar 1.3.3. Ako je f : R2 → R neprekidna aditivna funkcija u R2, onda postoje realne
konstante c1, c2 takve da vrijedi
f (x1, x2) = c1x1 + c2x2
za sve x1, x2 ∈ R.
Dokaz. Ako je f : R2 → R aditivna u R2, iz korolara 1.3.2 slijedi
f (x1, x2) = A1(x1) + A2(x2),
gdje su A1, A2 : R → R aditivne funkcije. Kako je f neprekidna, to su i A1, A2 neprekidne
funkcije. Teorem 1.1.1 povlacˇi A1(x) = c1x i A2(x) = c2x, gdje su c1, c2 proizvoljne realne
konstante. 
Lema 1.3.4. Aditivna funkcija f : R2 → R je neprekidna ako je neprekidna u svakoj vari-
jabli.
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Dokaz. Kako je f : R2 → R aditivna, po korolaru 1.3.2 vrijedi
f (x, y) = A1(x) + A2(y)
za sve x, y ∈ R, gdje su A1, A2 : R→ R aditivne funkcije. Funkcija f je neprekidna u svakoj
varijabli, pa su i funkcije A1 i A2 neprekidne. Dakle,
lim
x→x0
A1(x) = A1(x0) i lim
y→y0
A2(y) = A2(y0).
Slijedi
lim
(x,y)→(x0,y0)
f (x, y) = lim
(x,y)→(x0,y0)
[A1(x) + A2(y)]
= lim
x→x0
A1(x) + lim
y→y0
A2(y)
= A1(x0) + A2(y0)
= f (x0, y0).
Dakle, f je neprekidna. 
Korolar 1.3.5. Opc´e rjesˇenje f : Rn → R funkcijske jednadzˇbe
f (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn) = f (x1, x2, . . . , xn) + f (y1, y2, . . . , yn) (1.12)
za sve xi, yi ∈ R (i = 1, 2, . . . , n), dano je sa
f (x1, x2, . . . , xn) =
n∑
k=1
Ak(xk)
za sve xi ∈ R (i = 1, 2, . . . , n), gdje su Ak : R→ R (k = 1, 2, . . . , n) aditivne funkcije.
Dokaz. Dokaz provodimo matematicˇkom indukcijom.
Za n = 2 tvrdnja vrijedi prema teoremu 1.3.1, odnosno
f (x1, x2) = A1(x1) + A2(x2)
za sve x1, x2 ∈ R, gdje su A1, A2 : R→ R aditivne funkcije.
Pretpostavimo da za neki n ∈ N vrijedi
f (x1, x2, . . . , xn) =
n∑
k=1
Ak(xk)
za sve xi ∈ R (i = 1, 2, . . . , n), gdje su Ak : R→ R (k = 1, 2, . . . , n) aditivne funkcije.
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Provjerimo vrijedi li tvrdnja za n+1.Neka je g : Rn → R definirana sa g(x1, x2, . . . , xn) =
f (x1, x2, . . . , xn, 0) i An+1 : R→ R sa An+1(x) = f (0, 0, . . . , 0︸      ︷︷      ︸
n
, x). Iz (1.12) slijedi
g(x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn) = f (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn, 0)
= f (x1, x2, . . . , xn, 0) + f (y1, y2, . . . , yn, 0)
= g(x1, x2, . . . , xn) + g(y1, y2, . . . , yn).
Prema pretpostavci indukcije je
g(x1, x2, . . . , xn) =
n∑
k=1
Ak(xk)
za sve xi ∈ R (i = 1, 2, . . . , n), za neke aditivne funkcije Ak : R → R (k = 1, 2, . . . , n).
Takoder,
An+1(x + y) = f (0, . . . , 0︸  ︷︷  ︸
n
, x + y)
= f (0, . . . , 0︸  ︷︷  ︸
n
, x) + f (0, . . . , 0︸  ︷︷  ︸
n
, y)
= An+1(x) + An+1(y),
pa je An+1 aditivna funkcija. Konacˇno,
f (x1, x2, . . . , xn, xn+1) = f (x1 + 0, x2 + 0, . . . , xn + 0, 0 + xn+1)
= f (x1, x2, . . . , xn, 0) + f (0, 0, . . . , 0, xn+1)
= g(x1, x2, . . . , xn) + An+1(xn+1)
=
n∑
k=1
Ak(xk) + An+1(xn+1)
=
n+1∑
k=1
Ak(xk).
Dakle, tvrdnja vrijedi za n + 1 cˇime je korolar dokazan. 
Jednadzˇbu (1.12) zvat c´emo aditivnom Cauchyjevom funkcijskom jednadzˇbom u n va-
rijabli, a svako njeno rjesˇenje aditivnom funkcijom n varijabli.
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1.4 Aditivne funkcije u kompleksnoj ravnini
Kompleksan broj z mozˇemo poistovijetiti s uredenim parom (x, y) realnih brojeva. U zapisu
kompleksnog broja z = x + iy, realan broj x zovemo realni dio i oznacˇavamo ga sa Re z,
a realan broj y imaginarni dio broja z i oznacˇavamo ga sa Im z. Na skupu kompleksnih
brojeva definirane su operacije zbrajanja i mnozˇenja na sljedec´i nacˇin:
(x, y) + (u, v) = (x + u, y + v),
(x, y)(u, v) = (xu − yv, xv + yu).
Proizvoljnu funkciju f : C→ C mozˇemo zapisati u obliku
f (z) = f1(z) + i f2(z), (1.13)
pri cˇemu su funkcije f1 : C→ R, f2 : C→ R definirane sa
f1(z) = Re f (z), f2(z) = Im f (z). (1.14)
Ako je f aditivna funkcija, tada koristec´i (1.13) i (1.14) dobivamo
f1(z1 + z2) = Re f (z1 + z2)
= Re [ f (z1) + f (z2)]
= Re f (z1) + Re f (z2)
= f1(z1) + f1(z2),
f2(z1 + z2) = Im f (z1 + z2)
= Im [ f (z1) + f (z2)]
= Im f (z1) + Im f (z2)
= f2(z1) + f2(z2).
Lema 1.4.1. Ako je f : C→ C aditivna funkcija, onda postoje aditivne funkcije f jk : R→ R
( j, k = 1, 2) takve da je
f (z) = f11(Re z) + f12(Im z) + i f21(Re z) + i f22(Im z).
Dokaz. Iz (1.13) slijedi
f (z) = f1(z) + i f2(z).
Kako je f aditivna funkcija, to su i f1, f2 : C → R aditivne funkcije. Funkcije f1 i f2
mozˇemo promatrati kao funkcije dviju varijabli pa prema korolaru 1.3.2 slijedi
f (z) = f11(Re z) + f12(Im z) + i f21(Re z) + i f22(Im z),
gdje su f jk : R→ R ( j, k = 1, 2) aditivne funkcije. 
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Teorem 1.4.2. Ako je f : C → C neprekidna aditivna funkcija, tada postoje kompleksne
konstante c1 i c2 takve da je
f (z) = c1 z + c2z
za svaki z ∈ C.
Dokaz. Kako je f aditivna funkcija, prema lemi 1.4.1 vrijedi
f (z) = f11(Re z) + f12(Im z) + i f21(Re z) + i f22(Im z),
pri cˇemu su f jk : R → R ( j, k = 1, 2) aditivne funkcije na skupu realnih brojeva. Zbog
neprekidnosti funkcije f , zakljucˇujemo da su i funkcije f jk neprekidne i da vrijedi f jk(x) =
c jkx za realne konstante c jk ( j, k = 1, 2). Vrijedi da je
f (z) = c11Re z + c12Im z + ic21Re z + ic22Im z
= (c11 + ic21)Re z + (c12 + ic22)Im z
= aRe z + bIm z,
gdje je a = (c11 + ic21), b = (c12 + ic22). Dalje imamo
f (z) = aRe z − i(bi)Im z
=
a + bi
2
Re z +
a − bi
2
Re z − a + bi
2
iIm z +
a − bi
2
iIm z
=
a − bi
2
Re z +
a − bi
2
iIm z +
a + bi
2
Re z − a + bi
2
iIm z
=
a − bi
2
(Re z + iIm z) +
a + bi
2
(Re z − iIm z)
=
a − bi
2
z +
a + bi
2
z
= c1z + c2z,
gdje su c1 = a−bi2 i c2 =
a+bi
2 kompleksne konstante. 
Za funkciju f : C→ C c´emo rec´i da je analiticˇka funkcija ako je f derivabilna na C.
Teorem 1.4.3. Ako je f : C → C analiticˇka aditivna funkcija, tada postoji kompleksna
konstanta c takva da je
f (z) = c z
za svaki z ∈ C.
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Dokaz. Kako je f analiticˇka funkcija, ona je i derivabilna. Ako deriviramo izraz
f (z1 + z2) = f (z1) + f (z2) (1.15)
po varijabli z1, dobivamo
f ′(z1 + z2) = f ′(z1)
za sve z1, z2 ∈ C. Za z1 = 0 i z2 = z vrijedi
f ′(z) = c,
gdje je c = f ′(0) kompleksna konstanta. Iz toga slijedi da je
f (z) = cz + b,
pri cˇemu je b kompleksna konstanta. Vrac´anjem ovog oblika u izraz (1.15) zakljucˇujemo
da je b = 0, sˇto znacˇi da je f (z) = c z za svaki z ∈ C. 
1.5 Pexiderova funkcijska jednadzˇba
Pexiderova jednadzˇba je funkcijska jednadzˇba oblika
f (x + y) = g(x) + h(y), (1.16)
za sve x, y ∈ R, gdje su f , g, h : R→ R neprekidne funkcije.
Uvrstimo li y = 0 u (1.16) i definiramo li h(0) = b, dobivamo
g(x) = f (x) − b.
Uvrstimo li x = 0 u (1.16) i definiramo li g(0) = a, dobivamo
h(y) = f (y) − a.
Vrac´anjem u (1.16) imamo
f (x + y) = f (x) + f (y) − a − b.
Definiramo funkciju f0 : R → R sa f0(x) = f (x) − a − b. Kako je f neprekidna, to je i f0
neprekidna. Vrijedi:
f0(x + y) = f (x + y) − a − b
= f (x) + f (y) − a − b − a − b
= f (x) − a − b + f (y) − a − b
= f0(x) + f0(y).
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Ovime smo zadanu funkcijsku jednadzˇbu sveli na aditivnu Cauchyjevu funkcijsku jed-
nadzˇbu cˇije je jedino neprekidno rjesˇenje funkcija f0(x) = cx, gdje je c proizvoljna realna
konstanta. Dakle, rjesˇenja Pexiderove funkcijske jednadzˇbe su
f (x) = cx + a + b,
g(x) = cx + a,
h(x) = cx + b,
gdje su a, b, c proizvoljne realne konstante.
Poglavlje 2
Eksponencijalne Cauchyjeve funkcijske
jednadzˇbe
2.1 Rjesˇenje eksponencijalne Cauchyjeve funkcijske
jednadzˇbe
Neka je f : R→ R funkcija koja zadovoljava jednadzˇbu
f (x + y) = f (x) f (y) (2.1)
za sve x, y ∈ R. Ovu jednadzˇbu nazivamo eksponencijalnom Cauchyjevom funkcijskom
jednadzˇbom, a svako njeno rjesˇenje eksponencijalnom funkcijom. Jasno je da je funkcija
x 7→ ex rjesˇenje te jednadzˇbe. Opc´enitije, ako je A : R → R aditivna funkcija, tada je
funkcija f : R → R zadana sa f (x) = eA(x) takoder rjesˇenje eksponencijalne Cauchyjeve
funkcijske jednadzˇbe:
f (x + y) = eA(x+y) = eA(x)+A(y) = eA(x) · eA(y) = f (x) f (y)
za sve x, y ∈ R. Dokazat c´emo da su sva rjesˇenja eksponencijalne Cauchyjeve funkcijske
jednadzˇbe ovog oblika.
Teorem 2.1.1. Neka je f : R → R nenul-funkcija koja zadovoljava eksponencijalnu Ca-
uchyjevu funkcijsku jednadzˇbu. Tada je f funkcija oblika x 7→ eA(x), gdje je A : R → R
aditivna funkcija.
Dokaz. Dokazˇimo da je f (x) , 0 za svaki x ∈ R. Pretpostavimo suprotno, odnosno da
postoji y0 takav da je f (y0) = 0. Tada vrijedi
f (y) = f ((y − y0) + y0) = f (y − y0) f (y0) = 0
26
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za svaki y ∈ R. To je kontradikcija pa je f (x) , 0 za svaki x ∈ R. Uvrstimo li supstituciju
x = y = t2 u (2.1) dobivamo
f (t) =
[
f
( t
2
)]2
za svaki t ∈ R. Ovime smo dokazali da je vrijednost funkcije f za svaki realan broj po-
zitivna pa zbog toga jednadzˇbu (2.1) mozˇemo logaritmirati prirodnim logaritmom. Dobi-
vamo
ln f (x + y) = ln f (x) + ln f (y).
Definiramo funkciju A : R→ R sa A(x) = ln f (x) i imamo
A(x + y) = A(x) + A(y).
Dakle, funkcija oblika f (x) = eA(x) je rjesˇenje jednadzˇbe (2.1). 
Korolar 2.1.2. Neka je f : R → R neprekidna nenul-funkcija koja zadovoljava eksponen-
cijalnu Cauchyjevu funkcijsku jednadzˇbu. Tada je f funkcija oblika x 7→ ecx = ax, gdje su
a > 0 i c proizvoljne realne konstante.
Dokaz. Iz teorema 2.1.1 slijedi f (x) = eA(x), gdje je A : R → R aditivna funkcija. Kako
je f neprekidna, to je i A neprekidna jer je A(x) = ln f (x) za svaki x ∈ R. Teorem 1.1.1
povlacˇi A(x) = cx, gdje je c proizvoljna realna konstanta. 
U sljedec´im primjerima pokazat c´emo neke funkcijske jednadzˇbe koje se rjesˇavaju
svodenjem na eksponencijalnu Cauchyjevu funkcijsku jednadzˇbu.
Primjer 2.1.3. Neka je n ∈ N te neka je
f (x + y + nxy) = f (x) f (y) (2.2)
za sve x, y ∈ R sa svojstvom x > −1n i y > −1n . Odredimo sva neprekidna nenul-rjesˇenja
f : R→ R funkcijske jednadzˇbe (2.2).
Danu funkcijsku jednadzˇbu mozˇemo zapisati u obliku
f
(
(1 + nx)(1 + ny) − 1
n
)
= f (x) f (y).
Stavimo da je 1 + nx = eu i 1 + ny = ev iz cˇega slijedi da je u = ln(1 + nx) i v = ln(1 + ny).
Gornju jednadzˇbu mozˇemo zapisati kao
f
(
eu+v − 1
n
)
= f
(
eu − 1
n
)
f
(
ev − 1
n
)
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za sve u, v ∈ R. Stavimo li
φ(u) = f
(
eu − 1
n
)
,
prethodna jednadzˇba prelazi u
φ(u + v) = φ(u)φ(v)
za sve u, v ∈ R. Kako je f nenul-funkcija, to je i φ nenul-funcija. Teorem 2.1.1 povlacˇi
φ(x) = eA(x) za svaki x ∈ R, gdje je A : R→ R aditivna funkcija.
Slijedi da je f (x) = eA(ln(1+nx)) za svaki x > −1n . Ako je f neprekidna, tada je A oblika
x 7→ cx, gdje je c proizvoljna konstanta, pa je f (x) = (1 + nx)c.
Primjer 2.1.4. Neka je α pozitivna realna konstanta. Odredimo sva neprekidna nenul-
rjesˇenja f : R→ R funkcijske jednadzˇbe
f (x + y) = αxy f (x) f (y)
za sve x, y ∈ R.
Definiramo funkciju g : R→ R sa g(x) = α− x22 f (x). Tada je
g(x + y) = α−
(x+y)2
2 f (x + y)
= α−
x2
2 −xy− y
2
2 αxy f (x) f (y)
= α−
x2
2 f (x)α−
y2
2 f (y)
= g(x)g(y).
Ovime smo zadanu funkcijsku jednadzˇbu sveli na eksponencijalnu Cauchyjevu funkcijsku
jednadzˇbu cˇija su neprekidna rjesˇenja funkcije g(x) = ax, gdje je a pozitivan realan broj.
Slijedi f (x) = α
x2
2 ax, gdje je a pozitivan realan broj.
Primjer 2.1.5. Odredimo sve neprekidne nenul-funkcije f : R → R koje zadovoljavaju
funkcijsku jednadzˇbu
f (x + y) = f (x) + f (y) + f (x) f (y)
za sve x, y ∈ R.
Neka je funkcija g : R→ R zadana sa g(x) = f (x) + 1. Vrijedi
g(x + y) = f (x + y) + 1
= f (x) + f (y) + f (x) f (y) + 1
= (1 + f (x)) (1 + f (y))
= g(x)g(y).
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Neprekidna rjesˇenja ove jednadzˇbe su oblika g(x) = 0 za svaki x ∈ R ili g(x) = ax za
svaki x ∈ R, gdje je a pozitivan realan broj. Iz toga slijedi f (x) = −1 za svaki x ∈ R ili
f (x) = ax−1 za svaki x ∈ R, gdje je a pozitivan realan broj. Uocˇimo da je f nenul-funkcija
ako je a , 1.
Primjer 2.1.6. Odredimo sva neprekidna nenul-rjesˇenja f : R→ R funkcijske jednadzˇbe[
f
( x + y
2
)]2
= f (x) f (y)
za sve x, y ∈ R.
Uvrstimo prvo y = 0 u zadanu jednadzˇbu i dobivamo[
f
( x
2
)]2
= f (x) f (0).
Ako je f (0) = 0 slijedi da je
[
f
(
x
2
)]2
= 0 za svaki x ∈ R, pa je f (x) = 0 za svaki x ∈ R.
Dakle, f (0) , 0. Zamijenimo x u prethodnoj jednakosti sa x + y i dobivamo[
f
( x + y
2
)]2
= f (x + y) f (0).
Uocˇimo da su lijeve strane dobivene jednakosti i zadane jednadzˇbe jednake pa vrijedi
f (x + y) f (0) = f (x) f (y).
Neka je b = f (0). Definiramo funkciju g : R→ R sa g(x) = f (x)b . Vrijedi
g(x + y) =
f (x + y)
b
=
f (x) f (y)
b2
=
f (x)
b
· f (y)
b
= g(x)g(y).
Kako je f nenul-funkcija, to je i g nenul-funkcija, pa je g(x) = ax, gdje je a pozitivan realan
broj. Zakljucˇujemo f (x) = b ax, gdje su a > 0 i b proizvoljni realni brojevi.
Primjer 2.1.7. Odredimo sva neprekidna nenul-rjesˇenja f : R→ R funkcijske jednadzˇbe
f (
√
x2 + y2) = f (x) f (y)
za sve x, y ∈ R.
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Uzmimo x0 ∈ R takav da je f (x0) , 0. Vrijedi
f (x0) f (−y) = f (
√
x20 + y
2) = f (x0) f (y).
Slijedi da je f (y) = f (−y) za svaki y ∈ R. Dakle, f je parna funkcija pa je dovoljno
promatrati vrijednosti od f za x ≥ 0. Definiramo funkciju g : R+ → R sa g(x) = f (√x).
Uvedemo li supstituciju u = x2 i v = y2, dobivamo
g(u + v) = g(u)g(v)
za sve u, v ∈ R+. Kako je f nenul-funkcija, to je i g nenul-funkcija, pa je g(u) = au, gdje je
a pozitivan realan broj. Slijedi da je f (x) = ax
2
, gdje je a pozitivan realan broj.
2.2 Eksponencijalna Cauchyjeva funkcijska jednadzˇba u
visˇe varijabli
Teorem 2.2.1. Opc´e rjesˇenje f : Rn → R funkcijske jednadzˇbe
f (x1 + y1, x2 + y2) = f (x1, x2) f (y1, y2) (2.3)
za sve x1, x2, y1, y2 ∈ R, dano je sa
f (x1, x2) = E1(x1)E2(x2)
za sve x1, x2 ∈ R, gdje su E1, E2 : R→ R eksponencijalne funkcije.
Dokaz. Uvrstimo li x2 = y2 = 0 u (2.3), dobivamo
f (x1 + y1, 0) = f (x1, 0) f (y1, 0).
Definiramo funkciju E1 : R → R sa E1(x) = f (x, 0). Prethodnu jednakost sada mozˇemo
zapisati kao
E1(x1 + y1) = E1(x1)E1(y1).
Uocˇimo da E1 zadovoljava Cauchyjevu eksponencijalnu funkcijsku jednadzˇbu pa se radi o
eksponencijalnoj funkciji.
Uvrstimo li x1 = y1 = 0 u (2.3), dobivamo
f (0, x2 + y2) = f (0, x2) f (0, y2).
Definiramo funkciju E2 : R → R sa E2(x) = f (0, x) pa prethodnu jednakost mozˇemo zapi-
sati kao
E2(x2 + y2) = E2(x2)E2(y2).
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Dakle, E2 je takoder eksponencijalna funkcija.
Uvrstimo li y1 = x2 = 0 u (2.3), dobivamo
f (x1, y2) = f (x1, 0) f (0, y2)
= E1(x1)E2(y2).
Zakljucˇujemo da je
f (x1, x2) = E1(x1)E2(x2)
za sve x, y ∈ R, gdje su E1 i E2 eksponencijalne funkcije. 
Jednadzˇbu (2.3) zvat c´emo eksponencijalnom Cauchyjevom funkcijskom jednadzˇbom
dviju varijabli, a svako njeno rjesˇenje eksponencijalnom funkcijom dviju varijabli.
Korolar 2.2.2. Opc´e rjesˇenje f : Rn → R funkcijske jednadzˇbe
f (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn) = f (x1, x2, . . . , xn) f (y1, y2, . . . , yn) (2.4)
za sve xi, yi ∈ R (i = 1, 2, . . . , n), dano je sa
f (x1, x2, . . . , xn) =
n∏
k=1
Ek(xk)
za sve xi ∈ R (i = 1, 2, . . . , n), gdje su Ek : R → R (k = 1, 2, . . . , n) eksponencijalne
funkcije.
Dokaz. Dokaz provodimo matematicˇkom indukcijom.
Za n = 2 tvrdnja vrijedi prema teoremu 2.2.1, odnosno
f (x1, x2) = E1(x1)E2(x2)
za sve x1, x2 ∈ R, gdje su E1, E2 : R→ R eksponencijalne funkcije.
Pretpostavimo da za neki n ∈ N vrijedi
f (x1, x2, . . . , xn) =
n∏
k=1
Ek(xk)
za sve xi ∈ R (i = 1, 2, . . . , n), gdje su Ek : R → R (k = 1, 2, . . . , n) eksponencijalne
funkcije.
Provjerimo vrijedi li tvrdnja za n+1.Neka je g : Rn → R definirana sa g(x1, x2, . . . , xn) =
f (x1, x2, . . . , xn, 0) i En+1 : R→ R sa En+1(x) = f (0, 0, . . . , 0︸      ︷︷      ︸
n
, x). Iz (2.4) slijedi
g(x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn) = f (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn, 0)
= f (x1, x2, . . . , xn, 0) f (y1, y2, . . . , yn, 0)
= g(x1, x2, . . . , xn)g(y1, y2, . . . , yn).
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Prema pretpostavci indukcije je
g(x1, x2, . . . , xn) =
n∏
k=1
Ek(xk)
za sve xi ∈ R (i = 1, 2, . . . , n), za neke eksponencijalne funkcije Ek : R → R (k =
1, 2, . . . , n). Takoder,
En+1(x + y) = f (0, . . . , 0︸  ︷︷  ︸
n
, x + y)
= f (0, . . . , 0︸  ︷︷  ︸
n
, x) f (0, . . . , 0︸  ︷︷  ︸
n
, y)
= En+1(x)En+1(y),
pa je En+1 ekponencijalna funkcija. Konacˇno,
f (x1, x2, . . . , xn, xn+1) = f (x1 + 0, x2 + 0, . . . , xn + 0, 0 + xn+1)
= f (x1, x2, . . . , xn, 0) + (0, 0, . . . , 0, xn+1)
= g(x1, x2, . . . , xn)An+1(xn+1)
=
n∏
k=1
Ak(xk)An+1(xn+1)
=
n+1∏
k=1
Ak(xk).
Dakle, tvrdnja vrijedi za n + 1 cˇime je korolar dokazan. 
Jednadzˇbu (2.4) zvat c´emo eksponencijalnom Cauchyjevom funkcijskom jednadzˇbom u
n varijabli, a svako njeno rjesˇenje eksponencijalnom funkcijom n varijabli.
2.3 Vinczeova funkcijska jednadzˇba
Vinczeova jednadzˇba je funkcijska jednadzˇba oblika
f (x + y) = g(x)k(y) + h(y), (2.5)
za sve x, y ∈ R, gdje su f , g, h, k : R→ R neprekidne funkcije.
Neka je k(0) = a i h(0) = b. Ako je a = 0, tada je
f (x) = f (x + 0) = g(x) a + b = b.
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Dakle, f je konstantna funkcija. Pretpostavimo da je a , 0. Uvrstimo li y = 0 u (2.5),
dobivamo
g(x) =
f (x) − b
a
.
Neka je φ(x) = k(x)a i ψ(x) = h(x) − b φ(x). Jednadzˇbu (2.5) mozˇemo zapisati kao
f (x + y) =
f (x) − b
a
aφ(y) + ψ(y) + bφ(y)
= f (x)φ(y) − bφ(y) + ψ(y) + bφ(y)
= f (x)φ(y) + ψ(y). (2.6)
Vrijedi da je φ(0) = k(0)a =
a
a = 1 i ψ(0) = h(0) − b φ(0) = b − b = 0.
Definiramo funkciju
χ(x) = f (x) − f (0). (2.7)
Vrijedi
χ(x + y) = f (x + y) − f (0)
= f (x)φ(y) + ψ(y) − f (0)
= (χ(x) + f (0)) φ(y) + ψ(y) − f (0)
= χ(x)φ(y) + ( f (0)φ(y) + ψ(y)) − f (0)
= χ(x)φ(y) + f (0 + y) − f (0)
= χ(x)φ(y) + f (y) − f (0)
= χ(x)φ(y) + χ(y), (2.8)
pri cˇemu smo dva puta primijenili (2.6). Slijedi
χ(x)φ(y) + χ(y) = χ(x + y) = χ(y + x) = χ(y)φ(x) + χ(x),
odnosno
[φ(y) − 1]χ(x) = [φ(x) − 1]χ(y). (2.9)
Ako je φ(y) = 1 za svaki x ∈ R, tada vrijedi χ(x + y) = χ(x) + χ(y) za sve x, y ∈ R. Dakle,
χ zadovoljava aditivnu Cauchyjevu jednadzˇbu pa postoji d ∈ R takav da je χ(x) = dx za
svaki x ∈ R. Slijedi da je
f (x) = dx + c, (2.10)
gdje je c = f (0). Iz (2.6) slijedi da je
ψ(y) = f (x + y) − f (x)φ(y)
= (d(x + y) + c) − (dx + c) · 1
= dy.
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Dakle, rjesˇenja zadane funkcijske jednadzˇbe su
f (x) = dx + c,
k(x) = a,
g(x) =
dx + c − b
a
,
h(x) = dx + b.
U drugom slucˇaju vrijedi φ(y0) , 1 za neki y0 ∈ R.Uvrstimo li y = y0 u (2.9), dobivamo
χ(x)
φ(x) − 1 =
χ(y0)
φ(y0) − 1 = s
za svaki x ∈ R. Slijedi
χ(x) = s[φ(x) − 1]. (2.11)
Uvrstimo li (2.11) u (2.8), dobivamo
s[φ(x + y) − 1] = [φ(x) − 1]sφ(y) + s[φ(y) − 1].
Ako je s = 0, tada je χ nul-funkcija, odakle slijedi da je f konstantna funkcija. Kako je
s , 0, vrijedi da je
φ(x + y) = φ(x)φ(y).
Dakle, φ zadovoljava ekponencijalnu Cauchyjevu funkcijsku jednadzˇbu pa je
φ(x) = tx,
gdje je t pozitivan realan broj. Iz (2.11) slijedi da je χ(x) = stx − s. Iz (2.7) slijedi da je
f (x) = stx + c, gdje je c realna konstanta. Iz (2.6) slijedi
ψ(y) =
(
stx+y + c
) − (stx + c) ty = c (1 − ty)
za svaki y ∈ R. Dakle, rjesˇenja pocˇetne funkcijske jednadzˇbe su
f (x) = stx + c,
k(x) = atx,
g(x) =
stx + c − b
a
,
h(x) = c + (b − c)tx.
Poglavlje 3
Logaritamske Cauchyjeve funkcijske
jednadzˇbe
3.1 Rjesˇenje logaritamske Cauchyjeve funkcijske
jednadzˇbe
Logaritamskom Cauchyjevom funkcijskom jednadzˇbom zovemo jednadzˇbu oblika
f (xy) = f (x) + f (y) (3.1)
za sve x, y ∈ R+. Svako rjesˇenje logaritamske Cauchyjeve funkcijske jednadzˇbe nazivamo
logaritamskom funkcijom. Funkcija x 7→ ln x je rjesˇenje logaritamske Cauchyjeve funk-
cijske jednadzˇbe, a vrijedi i opc´enitije: funkcija f : R → R zadana sa f (x) = A(ln x) je
rjesˇenje te jednadzˇbe za svaku aditivnu funkciju A : R→ R jer je
f (xy) = A(ln xy) = A(ln x + ln y) = A(ln x) + A(ln y) = f (x) + f (y)
za sve x, y ∈ R+. Dokazat c´emo da su sva rjesˇenja logaritamske Cauchyjeve funkcijske
jednadzˇbe ovog oblika.
Teorem 3.1.1. Neka je f : R+ → R funkcija koja zadovoljava logaritamsku Cauchyjevu
jednadzˇbu. Tada je f funkcija oblika
f (x) = A(ln x),
gdje je A : R → R aditivna funkcija. Ako je f neprekidna, tada je f (x) = c ln x, gdje je c
proizvoljna realna konstanta.
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Dokaz. Uvedimo supstituciju x = es i y = et, gdje su s, t ∈ R. Iz toga slijedi da je s = ln x
i t = ln y. Jednadzˇbu (3.1) sveli smo na
f (es+t) = f (es) + f (et).
Definiramo funkciju A : R+ → R sa A(s) = f (es) i imamo
A(s + t) = A(s) + A(t)
za sve s, t ∈ R+. Dakle, A je aditivna funkcija. Vrijedi da je f (x) = A(ln x) za svaki x ∈ R+.
Ako je f neprekidna, tada je i A neprekidna, pa je A(x) = cx za neku realnu konstantu c,
odakle slijedi f (x) = c ln x. 
Napomena 3.1.2. Opc´e rjesˇenje funkcijske jednadzˇbe f (xy) = f (x) + f (y) za sve x, y ∈ R
je nul-funkcija. Naime, uvrsˇtavanjem y = 0 dobivamo
f (0) = f (x) + f (0),
odnosno
f (x) = 0
za svaki x ∈ R.
Napomena 3.1.3. Opc´e rjesˇenje funkcijske jednadzˇbe f (xy) = f (x) + f (y) za sve x, y ∈
R \ {0} je funkcija
f (x) = A(ln |x|),
gdje je A : R → R aditivna funkcija. Takve c´emo funkcije takoder zvati logaritamskim
funkcijama. Naime, prema teoremu 3.1.1, restrikcija funkcije f na x, y ∈ R+ je oblika
x 7→ A(ln x), gdje je A : R+ → R aditivna funkcija. Ako je x < 0, tada je
2 f (x) = f (x) + f (x) = f (x2) = f ((−x)2) = f (−x) + f (−x) = 2 f (−x),
pa je f (x) = A(ln(−x)). Dakle, f (x) = A(ln |x|) za svaki x ∈ R \ {0}. Ako je f neprekidna,
tada je f (x) = c ln |x| za svaki x ∈ R \ {0}, gdje je c proizvoljna realna konstanta.
3.2 Logaritamska Cauchyjeva funkcijska jednadzˇba u
visˇe varijabli
Teorem 3.2.1. Opc´e rjesˇenje f : (R \ {0})2 → R funkcijske jednadzˇbe
f (x1y1, x2y2) = f (x1, x2) + f (y1, y2) (3.2)
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za sve x1, y1, x2, y2 ∈ R \ {0}, dano je sa
f (x1, x2) = L1(x1) + L2(x2)
za sve x1, x2 ∈ R \ {0}, gdje su L1, L2 : R \ {0} → R logaritamske funkcije.
Dokaz. Uvrstimo li x2 = y2 = 1 u (3.2), dobivamo
f (x1y1, 1) = f (x1, 1) + f (y1, 1).
Definiramo funkciju L1 : R \ {0} → R sa L1(x) = f (x, 1). Vrijedi da je
L1(x1y1) = L1(x1) + L1(y1).
Zakljucˇujemo da L1 zadovoljava logaritamsku Cauchyjevu funkcijsku jednadzˇbu pa se radi
o logaritamskoj funkciji.
Analogno, uvrstimo li x1 = y1 = 1 u (3.2), dobivamo
f (1, x2y2) = f (1, x2) + f (1, y2).
Definiramo funkciju L2 : R \ {0} → R sa L2(x) = f (1, x). Vrijedi da je
L2(x2y2) = L2(x2) + L2(y2).
Dakle, L2 je takoder logaritamska funkcija.
Uvrstimo li y1 = x2 = 1 u (3.2), dobivamo
f (x1, y2) = f (x1, 1) + f (1, y2)
= L1(x1) + L2(y2).
Dakle, vrijedi
f (x1, x2) = L1(x1) + L2(x2)
za sve x1, x2 ∈ R \ {0}, gdje su L1, L2 : R \ {0} → R logaritamske funkcije. 
Jednadzˇbu (3.2) zvat c´emo logaritamskom Cauchyjevom funkcijskom jednadzˇbom dviju
varijabli, a svako njeno rjesˇenje logaritamskom funkcijom dviju varijabli.
Korolar 3.2.2. Opc´e rjesˇenje f : (R \ {0})n → R funkcijske jednadzˇbe
f (x1y1, x2y2, . . . , xnyn) = f (x1, x2, . . . , xn) + f (y1, y2, . . . , yn) (3.3)
za sve xi, yi ∈ R (i = 1, 2, . . . , n), dano je sa
f (x1, x2, . . . , xn) =
n∑
k=1
Lk(xk),
za sve xi ∈ R (i = 1, 2, . . . , n), gdje su Lk : R \ {0} → R (k = 1, 2, . . . , n) logaritamske
funkcije.
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Dokaz. Dokaz provodimo matematicˇkom indukcijom.
Za n = 2 tvrdnja vrijedi prema teoremu 3.2.1, odnosno
f (x1, x2) = L1(x1) + L2(x2)
za sve x1, x2 ∈ R, gdje su L1, L2 : R \ {0} → R logaritamske funkcije.
Pretpostavimo da za neki n ∈ N vrijedi
f (x1, x2, . . . , xn) =
n∑
k=1
Lk(xk),
za sve xi ∈ R (i = 1, 2, . . . , n), gdje su Lk : R \ {0} → R (k = 1, 2, . . . , n) logaritamske
funkcije.
Dokazˇimo tvrdnju za n + 1. Neka je g : (R \ {0})n → R definirana sa g(x1, x2, . . . , xn) =
f (x1, x2, . . . , xn, 1) i Ln+1 : R \ {0} → R sa Ln+1(x) = f (1, 1, . . . , 1︸      ︷︷      ︸
n
, x). Iz (3.3) slijedi
g(x1y1, x2y2, . . . , xnyn) = f (x1y1, x2y2, . . . , xnyn, 1)
= f (x1, x2, . . . , xn, 1) + f (y1, y2, . . . , yn, 1)
= g(x1, x2, . . . , xn) + g(y1, y2, . . . , yn).
Prema pretpostavci indukcije je
g(x1, x2, . . . , xn) =
n∑
k=1
Lk(xk)
za sve xi ∈ R (i = 1, 2, . . . , n), za neke logaritamske funkcije Lk : R \ {0} → R (k =
1, 2, . . . , n). Takoder,
Ln+1(xy) = f (1, . . . , 1︸  ︷︷  ︸
n
, xy)
= f (1, . . . , 1︸  ︷︷  ︸
n
, x) + f (1, . . . , 1︸  ︷︷  ︸
n
, y)
= Ln+1(x) + Ln+1(y),
pa je Ln+1 logaritamska funkcija. Konacˇno,
f (x1, x2, . . . , xn, xn+1) = f (x1 · 1, x2 · 1, . . . , xn · 1, 1 · xn+1)
= f (x1, x2, . . . , xn, 1) + f (1, 1, . . . , 1, xn+1)
= g(x1, x2, . . . , xn) + Ln+1(xn+1)
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=
n∑
k=1
Lk(xk) + Ln+1(xn+1)
=
n+1∑
k=1
Lk(xk).
Dakle, tvrdnja vrijedi za n + 1 cˇime je korolar dokazan. 
Jednadzˇbu (3.3) zvat c´emo logaritamskom Cauchyjevom funkcijskom jednadzˇbom u n
varijabli, a svako njeno rjesˇenje logaritamskom funkcijom n varijabli.
Poglavlje 4
Multiplikativne Cauchyjeve funkcijske
jednadzˇbe
4.1 Rjesˇenje multiplikativne Cauchyjeve funkcijske
jednadzˇbe
Multiplikativna Cauchyjeva funkcijska jednadzˇba je jednadzˇba oblika
f (xy) = f (x) f (y) (4.1)
za sve x, y ∈ R. Svako rjesˇenje multiplikativne Cauchyjeve funkcijske jednadzˇbe zvat c´emo
multiplikativnom funkcijom. Funkcija signum definirana sa
sgn(x) =

1 ako je x > 0
0 ako je x = 0
−1 ako je x < 0
zadovoljava multiplikativnu funkcijsku jednadzˇbu.
Teorem 4.1.1. Opc´a rjesˇenja multiplikativne Cauchyjeve funkcijske jednadzˇbe su funkcije
f (x) = 0 za svaki x ∈ R,
f (x) = 1 za svaki x ∈ R,
f (x) =
eA(ln |x|) ako je x ∈ R \ {0},0 ako je x = 0,
f (x) =

eA(ln |x|) ako je x > 0,
0 ako je x = 0,
−eA(ln |x|) ako je x < 0,
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gdje je A : R+ → R aditivna funkcija.
Dokaz. Uvrstimo li x = y = 0 u (4.1), dobivamo
f (0) = f (0) f (0),
odnosno
f (0)[1 − f (0)] = 0,
iz cˇega slijedi da je f (0) = 0 ili f (0) = 1. Analogno dobivamo, uvrstimo li x = y = 1 u
(4.1),
f (1)[1 − f (1)] = 0,
iz cˇega slijedi f (1) = 0 ili f (1) = 1. Pretpostavimo da postoji x0 ∈ R, x0 , 0, takav da je
f (x0) = 0. Neka je x ∈ R proizvoljan. Vrijedi
f (x) = f
(
x0 · xx0
)
= f (x0) f
(
x
x0
)
= 0
za svaki x ∈ R. Time smo dobili prvo rjesˇenje.
Pretpostavimo da je f (x) , 0 za svaki x ∈ R \ {0}. Postoje dvije moguc´nosti: f (0) = 0
ili f (0) = 1. U slucˇaju da je f (0) = 0, tvrdimo da f ne poprima vrijednost 0 na R \ {0}.
Pretpostavimo suprotno, odnosno da postoji y0 ∈ R, y0 , 0, takav da je f (y0) = 0.Uvrstimo
li y = y0 u (4.1), dobivamo
f (xy0) = f (x) f (y0) = 0
odnosno
f (x) = 0
za svaki x ∈ R \ {0}. To je kontradikcija. Dakle, f (0) = 1. Uvodenjem supstitucije y = 0 u
(4.1) dobivamo
f (0) = f (x) f (0)
iz cˇega slijedi da je
f (x) = 1
za svaki x ∈ R. Time smo dobili drugo rjesˇenje.
Neka je x pozitivan realan broj. Ima smisla promatrati
√
x te vrijedi
f (x) =
[
f (
√
x)
]2 ≥ 0.
Iz ove nejednakosti i cˇinjenice da f ne poprima vrijednost 0 na R \ {0} imamo f (x) > 0
za svaki x > 0 realan broj. Uvedimo supstituciju x = es i y = et, gdje su s, t ∈ R. Iz toga
slijedi da je s = ln x i t = ln y. Uvrsˇtavanjem u (4.1) dobivamo
f (es+t) = f (es) f (et).
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Kako je f (t) > 0 za svaki t > 0, mozˇemo logaritmirati posljednju jednakost prirodnim
logaritmom. Dobivamo
A(s + t) = A(s) + A(t),
gdje je funkcija A : R+ → R definirana sa A(s) = ln f (s) za svaki s ∈ R. Slijedi da je
f (x) = eA(ln x)
za svaki x ∈ R+.
Ako je f (1) = 0, uvrsˇtavanjem u (4.1) dobivamo f (x) = 0 za svaki x ∈ R \ {0}. To
je kontradikcija s cˇinjenicom da f ne poprima vrijednost 0 na R \ {0}. Dakle, f (1) = 1.
Uvrstimo li x = y = −1 u (4.1), dobivamo
f (1) =
[
f (−1)]2
iz cˇega slijedi da je f (−1) = −1 ili f (−1) = 1.
Ako je f (−1) = 1, uvrsˇtavanjem y = −1 u (4.1) dobivamo
f (−x) = f (x) f (−1) = f (x)
za svaki x ∈ R\{0}, pa je f parna funkcija. Iz toga i iz cˇinjenice da je f (0) = 0 zakljucˇujemo
f (x) =
eA(ln |x|) ako je x ∈ R \ {0},0 ako je x = 0.
Time smo dobili trec´e rjesˇenje.
Ako je f (−1) = −1, uvrsˇtavanjem y = −1 u (4.1) dobivamo
f (−x) = f (x) f (−1) = − f (x)
za svaki x ∈ R \ {0}, pa je f neparna funkcija. Slijedi
f (x) =
eA(ln |x|) ako je x > 0,−eA(ln |x|) ako je x < 0.
Zajedno s cˇinjenicom da je f (0) = 0, vrijedi
f (x) =

eA(ln |x|) ako je x > 0,
0 ako je x = 0,
−eA(ln |x|) ako je x < 0.
Time smo dobili cˇetvrto rjesˇenje. 
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Primijetimo da u slucˇaju kada je A nul-funkcija, za f dobivamo funkcije x 7→ |sgn(x)|
i x 7→ sgn(x) koje nisu neprekidne. Neprekidna rjesˇenja multiplikativne Cauchyjeve funk-
cijske jednadzˇbe opisana su u sljedec´em korolaru.
Korolar 4.1.2. Neprekidna rjesˇenja multiplikativne Cauchyjeve funkcijske jednadzˇbe su
f (x) = 0 za svaki x ∈ R,
f (x) = 1 za svaki x ∈ R,
f (x) = |x|α za svaki x ∈ R,
f (x) = |x|αsgn(x) za svaki x ∈ R,
gdje je α pozitivna realna konstanta.
Dokaz. Kako je f neprekidna funkcija, to je i aditivna funkcija A : R+ → R iz teorema
4.1.1 takoder neprekidna. Dakle,
A(x) = αx,
gdje je α ∈ R proizvoljna konstanta. Tada je
eA(ln |x|) = eα ln |x| =
(
eln |x|
)α
= |x|α
za svaki x ∈ R, pa tvrdnja slijedi iz teorema 4.1.1.
Dokazˇimo josˇ da je α > 0.Ako je α = 0, a f nije oblika x 7→ 0 niti x 7→ 1, tada je f (x) =
|sgn(x)| = 1 za svaki x , 0 ili f (x) = sgn(x) za svaki x , 0. U prvom slucˇaju neprekidnost
funkcije f povlacˇi f (0) = 1, pa je f (x) = 1 za svaki x ∈ R, suprotno pretpostavci. U
drugom slucˇaju je f (x) = 1 za x > 0 i f (x) = −1 za x < 0, pa f ne mozˇe biti neprekidna
funkcija. Ako je α < 0, tada je
lim
x→0
| f (x)| = ∞,
pa f ne mozˇe biti neprekidna u 0. Dakle, α > 0. 
Propozicija 4.1.3. Neka funkcija f : R→ R zadovoljava aditivnu i multiplikativnu Cauchy-
jevu funkcijsku jednadzˇbu
f (x + y) = f (x) + f (y)
f (xy) = f (x) f (y)
za sve x, y ∈ R. Tada je f (x) = 0 za svaki x ∈ R ili f (x) = x za svaki x ∈ R.
Dokaz. Uocˇimo da za svaki realan broj z ≥ 0 postoji realan broj w takav da je z = w2.
Uvrstimo li x = w i y = w u multiplikativnu Cauchyjevu funkcijsku jednadzˇbu, dobivamo
f (z) = [ f (w)]2 iz cˇega mozˇemo zakljucˇiti da je
f (z) ≥ 0 (4.2)
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za svaki z ∈ R, z ≥ 0.
Pretpostavimo da je x ≤ y, x, y ∈ R pa y zamijenimo sa y − x u aditivnoj Cauchyjevoj
funkcijskoj jednadzˇbi. Dobivamo:
f (y) = f (x) + f (y − x).
Iz (4.2) slijedi da je f (y− x) ≥ 0 pa je f (y) ≥ f (x). Zakljucˇujemo da je f padajuc´a funkcija
pa iz propozicije 1.2.6 slijedi da je f (x) = cx za neku realnu konstantu c.
Uvrstimo li dobiveno rjesˇenje i x = y = 1 u multiplikativnu Cauchyjevu funkcijsku
jednadzˇbu, dobivamo c = c2 iz cˇega slijedi da je c = 0 ili c = 1. Uvrstimo li f (x) = 0 u
aditivnu i multiplikativnu Cauchyjevu funkcijsku jednadzˇbu, vidimo da jednakosti vrijede
pa je to jedno rjesˇenje. Analogno provjerimo uvrsˇtavanjem f (x) = x pa zakljucˇujemo da je
i to rjesˇenje. 
4.2 Multiplikativna Cauchyjeva funkcijska jednadzˇba u
visˇe varijabli
Teorem 4.2.1. Opc´e rjesˇenje f : R2 → R funkcijske jednadzˇbe
f (x1y1, x2y2) = f (x1, x2) f (y1y2) (4.3)
za sve x1, y1, x2, y2 ∈ R, dano je sa
f (x1, x2) = M1(x1)M2(x2),
za sve x1, x2 ∈ R, gdje su M1,M2 : R→ R multiplikativne funkcije.
Dokaz. Uvrstimo li x2 = y2 = 1 u (4.3), dobivamo
f (x1y1, 1) = f (x1, 1) f (y1, 1).
Definiramo funkciju M1 : R→ R sa M1(x) = f (x, 1). Vrijedi
M1(x1y1) = M(x1)M(y1).
Zakljucˇujemo da je M1 multiplikativna funkcija.
Uvrstimo li x1 = y1 = 1 u (4.3), dobivamo
f (1, x2y2) = f (1, x2) f (1, y2).
Definiramo funkciju M2 : R→ R sa M2(x) = f (1, x). Vrijedi
M2(x2y2) = M2(x2)M2(y2).
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Zakljucˇujemo da je M2 takoder multiplikativna funkcija.
Uvrstimo li y1 = x2 = 1 u (4.3), dobivamo
f (x1, y2) = f (x1, 1) f (1, y2)
= M1(x1)M2(y2).
Dakle, vrijedi
f (x1, x2) = M1(x1)M2(x2),
za sve x1, x2 ∈ R, gdje su M1,M2 : R→ R multiplikativne funkcije. 
Jednadzˇbu (4.3) zvat c´emo multiplikativnom Cauchyjevom funkcijskom jednadzˇbom
dviju varijabli, a svako njeno rjesˇenje multiplikativnom funkcijom dviju varijabli.
Korolar 4.2.2. Opc´e rjesˇenje f : Rn → R funkcijske jednadzˇbe
f (x1y1, x2y2, . . . , xnyn) = f (x1, x2, . . . , xn) f (y1, y2, . . . , yn) (4.4)
za sve xi, yi ∈ R (i = 1, 2, . . . , n), dano je sa
f (x1, x2, . . . , xn) =
n∏
k=1
Mk(xk),
za sve xi ∈ R (i = 1, 2, . . . , n), gdje su Mk : R → R (k = 1, 2, . . . , n) multiplikativne
funkcije.
Dokaz. Dokaz provodimo matematicˇkom indukcijom.
Za n = 2 tvrdnja vrijedi prema teoremu 4.2.1, odnosno
f (x1, x2) = M1(x1)M2(x2)
za sve x1, x2 ∈ R, gdje su M1,M2 : R→ R multiplikativne funkcije.
Pretpostavimo da za neki n ∈ N vrijedi
f (x1, x2, . . . , xn) =
n∏
k=1
Mk(xk),
za sve xi ∈ R (i = 1, 2, . . . , n), gdje su Mk : R → R (k = 1, 2, . . . , n) multiplikativne
funkcije.
Provjerimo vrijedi li tvrdnja za n+1.Neka je g : Rn → R definirana sa g(x1, x2, . . . , xn) =
f (x1, x2, . . . , xn, 1) i Mn+1 : R→ R sa Mn+1(x) = f (1, 1, . . . , 1︸      ︷︷      ︸
n
, x). Iz (4.4) slijedi
g(x1y1, x2y2, . . . , xnyn) = f (x1y1, x2y2, . . . , xnyn, 1)
= f (x1, x2, . . . , xn, 1) f (y1, y2, . . . , yn, 1)
= g(x1, x2, . . . , xn)g(y1, y2, . . . , yn).
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Prema pretpostavci indukcije je
g(x1, x2, . . . , xn) =
n∏
k=1
Mk(xk)
za sve xi ∈ R (i = 1, 2, . . . , n), za neke multiplikativne funkcije Mk : R → R (k =
1, 2, . . . , n). Takoder,
Mn+1(xy) = f (1, . . . , 1︸  ︷︷  ︸
n
, xy)
= f (1, . . . , 1︸  ︷︷  ︸
n
, x) f (1, . . . , 1︸  ︷︷  ︸
n
, y)
= Mn+1(x)Mn+1(y),
pa je Mn+1 multiplikativna funkcija. Konacˇno,
f (x1, x2, . . . , xn, xn+1) = f (x1 · 1, x2 · 1, . . . , xn · 1, 1 · xn+1)
= f (x1, x2, . . . , xn, 1)(1, 1, . . . , 1, xn+1)
= g(x1, x2, . . . , xn)Mn+1(xn+1)
=
n∏
k=1
Mk(xk)Mn+1(xn+1)
=
n+1∏
k=1
Mk(xk).
Dakle, tvrdnja vrijedi za n + 1 cˇime je korolar dokazan. 
Jednadzˇbu (4.4) zvat c´emo multiplikativnom Cauchyjevom funkcijskom jednadzˇbom u
n varijabli, a svako njeno rjesˇenje multiplikativnom funkcijom n varijabli.
Poglavlje 5
Cauchyjeva NQR metoda
5.1 Opis Cauchyjeve NQR metode
U ovom poglavlju promatrat c´emo funkcijske jednadzˇbe opc´eg oblika
f (x + y) = F( f (x), f (y)).
Navest c´emo korake u pronalazˇenju neprekidnih rjesˇenja funkcijske jednadzˇbe
f (x + y) = F( f (x), f (y), f (x − y); x, y). (5.1)
Prvo uvodimo supstituciju x = y = 0 u (5.1) te dobivamo:
f (0) = F( f (0), f (0), f (0); 0, 0).
Rjesˇavajuc´i ovu jednadzˇbu dobivamo vrijednost funkcije f za x = 0. Zatim umjesto x
uvrsˇtavamo redom 2x, 3x, . . . , (n − 1)x, a umjesto y uvrsˇtavamo x i dobivamo:
f (2x) = F( f (x), f (x), f (0); x, x) = F2( f (x), x),
f (3x) = F( f (2x), f (x), f (x); 2x, x) = F3( f (x), x),
f (4x) = F( f (3x), f (x), f (2x); 3x, x) = F4( f (x), x),
...
f (nx) = F( f ((n − 1)x), f (x), f ((n − 2)x); (n − 1)x, x) = Fn( f (x), x). (5.2)
Ako u posljednjoj jednakosti uvedemo supstituciju x = mn y, dobivamo:
f (my) = Fn
(
f
(m
n
y
)
,
m
n
y
)
.
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Zbog jednakosti (5.2), lijevu stranu mozˇemo zapisati kao Fm( f (y), y), pa imamo
Fm( f (y), y) = Fn
(
f
(m
n
y
)
,
m
n
y
)
.
Pretpostavimo da se ova funkcijska jednadzˇba mozˇe rijesˇiti po f
(
m
n y
)
, odakle je
f
(m
n
y
)
= F
(
f (y), y;
m
n
)
za neku funkciju F (a, y; x). Uvedemo li supstituciju y = 1, dobivamo
f (q) = F ( f (1), 1; q),
za svaki q ∈ Q+. Neka je x proizvoljan nenegativan realan broj. Tada postoji niz nenegativ-
nih racionalnih brojeva {qn} koji konvergiraju u x. Pretpostavimo li da su f i F neprekidne
funkcije, iz posljednje jednakosti slijedi
f (x) = F ( f (1), 1; x),
za svaki x ∈ R+. Da bismo pronasˇli funkciju f za x < 0, uvodimo supstituciju y = −x pa
uvrsˇtavanjem u (5.1) imamo:
f (0) = F( f (x), f (−x), f (2x); x − x)
= F( f (x),F ( f (1), 1;−x), F2( f (x), x); x,−x).
Posljednju jednadzˇbu rijesˇimo po f (x) te dobivamo konacˇno rjesˇenje
f (x) = G(x),
za svaki x ∈ R, x < 0.
5.2 Primjena Cauchyjeve NQR metode na odredivanje
neprekidnih rjesˇenja Cauchyjevih funkcijskih
jednadzˇbi
Aditivna Cauchyjeva funkcijska jednadzˇba
Cauchyjevom NQR metodom odredimo sve neprekidne funkcije f : R → R koje zadovo-
ljavaju aditivnu Cauchyjevu funkcijsku jednadzˇbu
f (x + y) = f (x) + f (y)
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za sve x, y ∈ R.
Uvrstimo li x = y = 0 u zadanu jednadzˇbu dobivamo f (0) = 2 f (0) iz cˇega slijedi da je
f (0) = 0.
Uvrstimo li x = −y u zadanu jednadzˇbu imamo f (0) = f (x) + f (−x) iz cˇega slijedi da
je
f (−x) = − f (x). (5.3)
Dokazˇimo matematicˇkom indukcijom da za svaki n ∈ N i za sve x1, x2, . . . , xn ∈ R
vrijedi
f (x1 + x2 + · · · + xn) = f (x1) + f (x2) + · · · + f (xn). (5.4)
Za n = 2 tvrdnja ocˇito vrijedi. Pretpostavimo da za neki n ∈ N vrijedi
f (x1 + x2 + · · · + xn) = f (x1) + f (x2) + · · · + f (xn)
za sve x1, x2, . . . , xn ∈ R. Dokazˇimo da tvrdnja vrijedi i za n + 1. Imamo:
f (x1 + x2 + · · · + xn + xn+1) = f ((x1 + x2 + · · · + xn) + xn+1)
= f (x1 + x2 + · · · + xn) + f (xn+1)
= f (x1) + f (x2) + · · · + f (xn) + f (xn+1).
Dakle, vrijedi jednakost (5.4). Uvrstimo li xi = x za svaki i u (5.4), dobivamo
f (nx) = n f (x).
Za x = mn y, gdje su y ∈ R,m, n ∈ N, imamo
f (my) = n f
(m
n
y
)
,
odnosno
m
n
f (y) = f
(m
n
y
)
.
Iz posljednje jednakosti i (5.3) zakljucˇujemo da vrijedi i
f
(
−m
n
y
)
= −m
n
f (y).
Konacˇno,
f (qy) = q f (y)
za svaki y ∈ R i za svaki q ∈ Q. Definiramo li c = f (1), imamo da je
f (q) = cq
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za svaki q ∈ Q.
Neka je r ∈ R. Postoji niz racionalnih brojeva {qn} takav da je
lim
n→∞ qn = r.
Kako je f neprekidna funkcija, vrijedi
f (r) = f ( lim
n→∞ qn) = limn→∞ f (qn) = limn→∞ cqn = cr.
Dakle, rjesˇenje zadane funkcijske jednadzˇbe je f (x) = cx, pri cˇemu je c ∈ R.
Eksponencijalna Cauchyjeva funkcijska jednadzˇba
Cauchyjevom NQR metodom odredimo sve neprekidne funkcije f : R → R koje zadovo-
ljavaju eksponencijalnu Cauchyjevu funkcijsku jednadzˇbu
f (x + y) = f (x) f (y)
za sve x, y ∈ R.
Uvrstimo li x = y = 0 u zadanu jednadzˇbu, dobivamo f (0) = f (0)2 iz cˇega slijedi da je
f (0) = 0 ili f (0) = 1. Ako pretpostavimo da f nije nul-funkcija, onda je f (0) = 1.
Uvrstimo li x = −y u zadanu jednadzˇbu, dobivamo f (0) = f (x) f (−x) iz cˇega slijedi
f (−x) = f (x)−1 = 1
f (x)
. (5.5)
Dokazˇimo matematicˇkom indukcijom da za svaki n ∈ N i za sve x1, x2, . . . , xn ∈ R vrijedi
f (x1 + x2 + · · · + xn) = f (x1) f (x2) · · · f (xn). (5.6)
Za n = 2 tvrdnja ocˇito vrijedi. Pretpostavimo da za neki n ∈ N vrijedi
f (x1 + x2 + · · · + xn) = f (x1) f (x2) · · · f (xn)
za sve x1, x2, . . . , xn ∈ R. Dokazˇimo da tvrdnja vrijedi i za n + 1. Imamo:
f (x1 + x2 + · · · + xn + xn+1) = f ((x1 + x2 + · · · + xn) + xn+1)
= f (x1 + x2 + · · · + xn) f (xn+1)
= f (x1) f (x2) · · · f (xn) f (xn+1).
Dakle, vrijedi jednakost (5.6). Uvrstimo li xi = x za svaki i u (5.6), dobivamo
f (nx) = f (x)n.
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Ako je x = mn y, gdje su y ∈ R,m, n ∈ N, slijedi redom
f (my) = f
(m
n
y
)n
,
f (y)m = f
(m
n
y
)n
,
f
(m
n
y
)
= f (y)
m
n .
Iz posljednje jednakosti i (5.5) zakljucˇujemo da vrijedi i
f
(
−m
n
y
)
= f (y)−
m
n .
Konacˇno, f (qy) = f (y)q za svaki y ∈ R i za svaki q ∈ Q. Definiramo li a = f (1), imamo da
je
f (q) = aq
za svaki q ∈ Q.
Neka je r ∈ R. Postoji niz racionalnih brojeva {qn} takav da je
lim
n→∞ qn = r.
Kako je f neprekidna funkcija, vrijedi
f (r) = f ( lim
n→∞ qn) = limn→∞ f (qn) = a
limn→∞ qn = ar.
Dakle, rjesˇenje zadane funkcijske jednadzˇbe je f (x) = ax.
Logaritamska Cauchyjeva funkcijska jednadzˇba
Odredimo sve neprekidne funkcije f : R+ → R koje zadovoljavaju logaritamsku Cauc-
hyjevu funkcijsku jednadzˇbu
f (xy) = f (x) + f (y)
za sve x, y ∈ R+.
Uvrstimo li x = y = 1 u zadanu jednadzˇbu, dobivamo f (1) = 2 f (1) iz cˇega slijedi da je
f (1) = 0.
Uvrstimo li y = 1x u zadanu jednadzˇbu, dobivamo f (1) = f (x) + f (x
−1) iz cˇega slijedi da je
f (x−1) = − f (x). (5.7)
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Dokazˇimo matematicˇkom indukcijom da za svaki n ∈ N i za sve x1, x2, . . . , xn ∈ R+ vrijedi
f (x1x2 · · · xn) = f (x1) + f (x2) + · · · + f (xn). (5.8)
Za n = 2 tvrdnja ocˇito vrijedi. Pretpostavimo da za neki n ∈ N vrijedi
f (x1x2 · · · xn) = f (x1) + f (x2) + · · · + f (xn)
za sve x1, x2, . . . , xn ∈ R+. Dokazˇimo da tvrdnja vrijedi i za n + 1. Imamo:
f (x1x2 · · · xnxn+1) = f ((x1x2 · · · xn)xn+1)
= f (x1x2 · · · xn) + f (xn+1)
= f (x1) + f (x2) + · · · + f (xn) + f (xn+1).
Dakle, vrijedi jednakost (5.8). Stavimo li xi = x za svaki i, dobivamo
f (xn) = n f (x).
Ako je x = y
m
n , gdje su y ∈ R,m, n ∈ N, slijedi redom
f (ym) = n f
(
y
m
n
)
,
m f (y) = n f
(
y
m
n
)
,
f
(
y
m
n
)
=
m
n
f (y).
Iz posljednje jednakosti i (5.7) zakljucˇujemo da je
f
(
y−
m
n
)
= −m
n
f (y).
Konacˇno,
f (yq) = q f (y)
za svaki y ∈ R i za svaki q ∈ Q.
Neka je r ∈ R. Tada postoji niz racionalnih brojeva {qn} takav da je
lim
n→∞ qn = r.
Prema dokazanom vrijedi
f (yqn) = qn f (y).
Zbog neprekidnosti funkcije f imamo
f (yr) = lim
n→∞ f (y)
qn = lim
n→∞ qn f (y) = r f (y).
Stavimo li y = a, gdje je a proizvoljna realna konstanta i x = ar, vrijedi
f (x) = f (a) loga x =
1
loga b
loga x = logb x,
gdje je b pozitivna realna konstanta takva da je f (a) = 1loga b .
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Multiplikativna Cauchyjeva funkcijska jednadzˇba
Odredimo sve neprekidne funkcije f : R+ → R koje zadovoljavaju multiplikativnu Cauc-
hyjevu funkcijsku jednadzˇbu
f (xy) = f (x) f (y)
za sve x, y ∈ R.
Uvrstimo li najprije x = y = 0 u zadanu jednadzˇbu, imamo
f (0)[ f (0) − 1] = 0,
pa je f (0) = 0 ili f (0) = 1. Uvrstimo li x = y = 1 u zadanu jednadzˇbu, imamo
f (1)[ f (1) − 1] = 0,
iz cˇega slijedi da je f (1) = 0 ili f (1) = 1. Neka je f (1) = 0. Tada za svaki x ∈ R vrijedi
f (x) = f (x · 1) = f (x) f (1) = 0, pa je f nul-funkcija.
Neka je f (1) = 1. Ako je y = 1x za x , 0, imamo
f (1) = f (x) f (x−1),
odnosno
f (x−1) = f (x)−1. (5.9)
Primijetimo da za svaki n ∈ N i za sve x1, x2, . . . , xn ∈ R vrijedi
f (x1x2 · · · xn) = f (x1) f (x2) · · · f (xn), (5.10)
sˇto se lako dokazˇe matematicˇkom indukcijom. Za n = 2 tvrdnja slijedi iz same definicije
multiplikativne Cauchyjeve funkcije. Pretpostavimo da za neki n ∈ N vrijedi
f (x1x2 · · · xn) = f (x1) f (x2) · · · f (xn)
za sve x1, x2, . . . , xn ∈ R. Dokazˇimo da tvrdnja vrijedi i za n + 1. Imamo
f (x1x2 · · · xnxx+1) = f ((x1x2 · · · xn)xn+1)
= f (x1x2 · · · xn) f (xn+1)
= f (x1) f (x2) · · · f (xn) f (xn+1).
Dakle, vrijedi jednakost (5.10). Uvrstimo li xi = x za svaki i u (5.10), dobivamo
f (xn) = f (x)n.
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Ako je x = y
m
n , za y ∈ R+,m, n ∈ N, slijedi redom
f (ym) = f
(
y
m
n
)n
,
f (y)m = f
(
y
m
n
)n
,
f
(
y
m
n
)
= f (y)
m
n .
Iz posljednje jednakosti i (5.9) zakljucˇujemo da vrijedi i
f
(
y−
m
n
)
= f (y)−
m
n .
Konacˇno,
f (yq) = f (y)q
za svaki y ∈ R+ i za q ∈ Q.
Neka je r ∈ R. Tada postoji niz racionalnih brojeva {qn} takav da
lim
n→∞ qn = r.
Prema dokazanom imamo
f (yqn) = f (y)qn .
Zbog neprekidnosti funkcije f vrijedi
f (yr) = lim
n→∞ f (y
qn) = lim
n→∞ f (y)
qn = f (y)r.
Stavimo li y = a, gdje je a proizvoljna realna konstanta i x = ar, vrijedi
f (x) = f (ar) = f (a)r = f (a)loga x.
Ako je f (a) = 1, tada je f (x) = 1 za svaki x > 0. Ako je x < 0, tada je f (x)2 = f (x2) = 1,
pa je f (x) = 1 ili f (x) = −1. Zbog neprekidnosti funkcije f zakljucˇujemo f (x) = 1 za svaki
x ∈ R. Ako je f (a) , 1, onda je f (a) = aα, gdje je α ∈ R \ {0}. Slijedi da je, za svaki x > 0,
f (x) = xα,
gdje je α ∈ R \ {0}.
5.3 Josˇ neki primjeri
Primjer 5.3.1. Odredimo sve neprekidne funkcije f : R→ R koje zadovoljavaju funkcijsku
jednadzˇbu
f (x + y) = axy f (x) f (y),
za sve x, y ∈ R, pri cˇemu je a pozitivna realna konstanta.
POGLAVLJE 5. CAUCHYJEVA NQR METODA 55
Funkcija f (x) = 0 za svaki x ∈ R je ocˇito rjesˇenje zadane jednadzˇbe. Da bismo dobili
preostala rjesˇenja, uvrstimo x = y = 0 te dobivamo
f (0) = f (0) f (0),
odnosno
f (0)[1 − f (0)] = 0.
Kako promatramo netrivijalna rjesˇenja, promatramo slucˇaj kada je f (0) = 1, inacˇe je
f (x) = f (x + 0) = f (x) f (0) = 0
za svaki x ∈ R.
Uvrstimo li redom y = x, 2x, . . . , (n − 1)x u zadanu jednadzˇbu, imamo
f (2x) = f (x + x) = ax
2
f (x)2,
f (3x) = f (2x + x) = a(1+2)x
2
f (x)3,
f (4x) = f (3x + x) = a(1+2+3)x
2
f (x)4,
...
f (nx) = f ((n − 1)x + x) = a(1+2+3+···+(n−1))x2 f (x)n.
Posljednju jednakost mozˇemo zapisati kao
f (nx) = a
n(n−1)
2 x
2
f (x)n. (5.11)
U (5.11) uvedimo supstituciju x = mn y, gdje su m, n ∈ N, pa imamo
f (my) = a
n(n−1)
2 ( mn y)
2
f
(m
n
y
)n
.
Ako u (5.11) uvrstimo (m, y) umjesto (n, x), dobivamo
f (my) = a
m(m−1)
2 y
2
f (y)m.
Izjednacˇavanjem desnih strana dobivenih jednakosti dobivamo
a
(n−1)n
2 ( mn y)
2
f
(m
n
y
)n
= a
m(m−1)
2 y
2
f (y)m.
Slijedi da je
f
(m
n
y
)
= a
1
2
m
n ( mn −1)y2 f (y)
m
n .
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Neka je y = 1 i neka je c = f (1). Primijetimo da je
f (1) = f
(
1
2
+
1
2
)
= a
1
4 f
(
1
2
)2
≥ 0.
Ako je f (1) = 0, tada je
f (x) = f ((x − 1) + 1) = ax−1 f (x − 1) f (1) = 0
za svaki x ∈ R. Dakle, c > 0. Vrijedi
f (x) = a
x(x−1)
2 cx, (5.12)
za svaki x ∈ Q+.
Neka je r ∈ R+ i neka niz racionalnih brojeva {qn} konvergira u r.Kako je f neprekidna,
vrijedi:
f (r) = f
(
lim
n→∞ qn
)
= lim
n→∞ f (qn) = limn→∞ a
qn(qn−1)
2 cqn = a
r(r−1)
2 cr.
Da bismo odredili f za x < 0, koristimo cˇinjenicu da je f (0) = 1 i supstituiramo y = −x,
pri cˇemu je x > 0. Dobivamo
1 = a−x
2
f (x) f (−x),
odnosno
f (−x) = ax2 f (x)−1 = a −x(−x−1)2 c−x.
Dakle, uz trivijalno rjesˇenje, rjesˇenje zadane funkcijske jednadzˇbe je
f (x) = a
x(x−1)
2 cx,
za svaki x ∈ R, gdje je c pozitivna realna konstanta.
Primjer 5.3.2. Odredimo sve neprekidne funkcije f : R→ R koje zadovoljavaju funkcijsku
jednadzˇbu
f (x + y) f (x − y) = f (x)2 f (y)2,
za sve x, y ∈ R.
Uvrstimo li x = y = 0 u zadanu jednadzˇbu, dobivamo
f (0)4 = f (0)2
iz cˇega slijedi da je f (0) = 0 i f (0) = ±1.
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Ako je f (0) = 0, uvrsˇtavajuc´i y = x u zadanu jednadzˇbu dobivamo f (2x) f (0) = f (x)4
iz cˇega slijedi da je
f (x) = 0
za svaki x ∈ R jedno rjesˇenje zadane funkcijske jednadzˇbe.
Primijetimo da f nema nultocˇaka ako nije nul-funkcija. Naime, ako postoji x0 ∈ R
takav da je f (x0) = 0, tada je f (x+ x0) f (x− x0) = 0 pa za svaki x ∈ R vrijedi f (x+ x0) = 0
ili f (x − x0) = 0, odakle je f (x) = 0 za svaki x ∈ R.
Ako je f (0) = 1, zamijenimo redom x i y sa x, 2x, 22x, . . . te imamo
f (2x) = f (x)4 = f (x)2
2
,
f (4x) = f (2x)4 = f (x)4
2
,
f (8x) = f (4x)4 = f (x)8
2
...
Mozˇemo naslutiti da za svaki n ∈ N vrijedi
f (nx) = f (x)n
2
. (5.13)
Dokazˇimo tu slutnju matematicˇkom indukcijom. Za n = 1 tvrdnja ocˇito vrijedi. Pretposta-
vimo da tvrdnja vrijedi za 1, 2, . . . , n i dokazˇimo da vrijedi i za n + 1. Uvrstimo x = ny u
zadanu jednadzˇbu te dobivamo
f ((n + 1)y) f ((n − 1)y) = f (ny)2 f (y)2.
Prema pretpostavci indukcije je f ((n − 1)y) = f (y)(n−1)2 i f (ny) = f (y)n2 , pa imamo
f ((n + 1)y) = f (y)−(n−1)
2
f (y)2n
2
f (y)2 = f (y)(n+1)
2
,
iz cˇega zakljucˇujemo da (5.13) vrijedi za svaki n ∈ N.
Neka je x = mn y, gdje su y ∈ R,m, n ∈ N. Kako je
f (nx) = f (x)n
2
= f
(m
n
y
)n2
i f (my) = f (y)m
2
,
to je
f
(m
n
y
)
= f (y)
m2
n2 .
Stavimo li y = 1 i definiramo li c = f (1) = f
(
2 · 12
)
= f
(
1
2
)4
> 0, dobivamo
f (x) = cx
2
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za svaki x ∈ Q+. Zbog neprekidnosti funkcije f , vrijedi da je f (x) = cx2 za svaki x ∈ R+.
Da bismo odredili f za x < 0, uvrstimo x = 0 u zadanu jednadzˇbu. Vrijedi
f (y) f (−y) = f (y)2,
odnosno
f (−y) = f (y)
iz cˇega slijedi da je
f (x) = cx
2
za svaki x ∈ R.
Preostaje slucˇaj kada je f (0) = −1. Uocˇimo da funkcija − f takoder zadovoljava zadanu
funkcijsku jednadzˇbu. Iz prethodnog slucˇaja mozˇemo zakljucˇiti da je
− f (x) = cx2 ,
odnosno
f (x) = −cx2 ,
za svaki x ∈ R, gdje je c pozitivna realna konstanta.
Primjer 5.3.3. Odredimo sve neprekidne funkcije f : R→ R koje zadovoljavaju jednadzˇbu
f (x + y) = f (x) + f (y) + f (x) f (y)
za sve x, y ∈ R.
Uvedimo supstituciju x = y = z2 pa uvrsˇtavanjem u zadanu jednadzˇbu imamo
f (z) = 2 f
( z
2
)
+ f
( z
2
)2
=
(
1 + f
( z
2
))2
− 1.
Zakljucˇujemo da je f (x) ≥ −1 za svaki x ∈ R. Ako je f (1) = −1, slijedi
f (x) = f (x − 1 + 1) = f (x − 1) + f (1) + f (x − 1) f (1) = −1
za svaki x ∈ R. Promatramo slucˇaj kada je f (1) > −1. Uvrstimo li u zadanu jednadzˇbu
redom y = x, 2x, . . . dobivamo
f (2x) = 2 f (x) + f (x)2 = ( f (x) + 1)2 − 1,
f (3x) = f (2x) + f (x) + f (2x) f (x) = f (x)3 + 3 f (x)3 + 3 f (x) = ( f (x) + 1)3 − 1
...
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Mozˇemo naslutiti da za svaki n ∈ N vrijedi
f (nx) = ( f (x) + 1)n − 1. (5.14)
Dokazˇimo tu slutnju matematicˇkom indukcijom. Za n = 1 tvrdnja ocˇito vrijedi. Pretposta-
vimo da tvrdnja vrijedi za neki n ∈ N te dokazˇimo da tvrdnja vrijedi i za n + 1. Imamo:
f ((n + 1)x) = f (x) + f (nx) + f (x) f (nx)
= f (x) + ( f (x) + 1)n − 1 + f (x)( f (x) + 1)n − f (x)
= ( f (x) + 1)n+1 − 1.
Zakljucˇujemo da (5.14) vrijedi za svaki n ∈ N.
Uvedemo supstituciju x = mn y, gdje su y ∈ R,m, n ∈ N i uvrstimo u (5.14) te dobivamo
f (my) =
(
f
(m
n
y
)
+ 1
)n
− 1.
Iz (5.14) slijedi i
f (my) = ( f (y) + 1)m − 1.
Izjednacˇavanjem desnih strana gornjih jednakosti dobivamo
f
(m
n
y
)
= ( f (y) + 1)
m
n − 1.
Uvrstimo li y = 1 i definiramo li c = 1 + f (1) > 0, slijedi da je
f (x) = cx − 1
za svaki x ∈ Q+. Zbog neprekidnosti funkcije f vrijedi da je f (x) = cx − 1 za svaki x ∈ R+.
Da bismo odredili f za x < 0, uvrstimo y = −x, x > 0, u zadanu jednadzˇbu te imamo
0 = f (x) + f (−x) + f (x) f (−x).
Ako postoji x takav da je f (x) = −1, tada iz gornje jednakosti dobivamo 0 = −1, sˇto je
kontradikcija. Dakle, f (x) , −1 za svaki x, pa imamo
f (−x) = − f (x)
1 + f (x)
=
−cx + 1
cx
= −1 + 1
cx
= c−x − 1.
Dakle,
f (x) = cx − 1
za svaki x ∈ R, gdje je c pozitivna realna konstanta.
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Sazˇetak
Cauchyjeve funkcijske jednadzˇbe se smatraju najvazˇnijim funkcijskim jednadzˇbama (to su
jednadzˇbe u kojima su nepoznanice funkcije, ovdje prvenstveno realne funkcije realne va-
rijable). U ovom radu dana su rjesˇenja za cˇetiri tipa Cauchyjevih funkcijskih jednadzˇbi:
1. aditivnu f (x + y) = f (x) + f (y),
2. eksponencijalnu f (x + y) = f (x) f (y),
3. logaritamsku f (xy) = f (x) + f (y),
4. multiplikativnu f (xy) = f (x) f (y).
Opisana je i takozvana CauchyjevaNQRmetoda za rjesˇavanje funkcijskih jednadzˇbi opc´eg
oblika f (x + y) = F( f (x), f (y)). Dobiveni rezultati i korisˇtena metodologija se cˇesto pri-
mjenjuju u rjesˇavanju nekih drugih funkcijskih jednadzˇbi.
Summary
The Cauchy functional equations are considered the most important functional equations.
Functional equations are equations in which the unknowns are functions, here mostly real
functions of a real variable. In this thesis we give solutions for four types of the Cauchy
functional equations:
1. additive f (x + y) = f (x) + f (y),
2. exponential f (x + y) = f (x) f (y),
3. logarithmic f (xy) = f (x) + f (y),
4. multiplicative f (xy) = f (x) f (y).
We also describe Cauchy’s NQR method for solving the functional equations of the form
f (x + y) = F( f (x), f (y)). The results obtained and the methodology used are often applied
when solving some other functional equations.
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